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Das vorliegende Werk ist theils direct aus den Vorlesungen meines 
hochyerehrten Vaters, theils aber auch auf Grund der von ihm publi- 
cirten Abhandlungen entstanden. In ersterer Beziehung ist, ausser einer 
von mir selbst im Jahre 1852/53 gehorten zweistiindigen Vorlesung, 
namentlich eine viel ausfiihrlichere vierstiindige Vorlesung vom Winter 
1856/57 zu nennen, iiber welche O. H. Meyer (in Breslau) ‘sein sehr 
sorgfiltiges und héchst schaitzbares Vorlesungsheft mir zur Verfiigung 
zu stellen die Giite hatte. Was andererseits die benutzten Abhand- 
lungen betrifft, so sind im Ganzen drei zu nennen: von 1838, 1847 
und 1878, deren Titel man weiterhin auf pg. 130 und pg. 310 niher 
angegeben findet. ce 

Um iiber die Richtung und den Gang des vorliegenden Werkes 
von vornherein eine ungefaihre Vorstellung zu geben, mag es mir 
gestattet sein, fiber den Inhalt der aufeinanderfolgenden Capitel hier 
Hiniges mitzutheilen. 

Das erste Capitel enthalt die Definition und die allgemeinen Higen- 
schaften des Potentials, namentlich z. B. die Lehre von den Gleich- 
gewichtsoberflichen, die Theorie der Laplace-Poisson’schen partiellen Diffe- 
rentialgleichung, und daneben auch die Transformation dieser Gleichung 
auf Cylindercoordinaten und auf Polarcoordinaten. 

Im IJ. und II. Cap. stellen wir uns die Aufgabe, das Potential 
eines homogenen Korpers wirklich zu berechnen, und zu diesem Zweck 
die reciproke Entfernung zweier Punkte — und zwar unter Anwendung 
von Polarcoordinaten — in eine Reihe zu entwickeln. Bei Ausfiihrung 
- dieser schon von Laplace angegebenen Entwicklung gelangen wir zu 
den nur von einem Argument abhingenden Kugelfunctionen P,,(w), 
and nehmen dabei Veranlassung, diese Functionen P,,(w) einer ge- 
naueren Untersuchung zu unterwerfen, dieselben in verschiedener Weise 
darzustellen: durch Reihen, durch bestimmte Integrale und durch 
Differentialquotienten. 
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Unter Anwendung der fiir die reciproke Entfernung zweier Punkte 
erhaltenen Entwicklung suchen wir sodann das Potential eines homo- 
venen Korpers fiir den Fall zu berechnen, dass dieser Korper ein 
Sphiroid ist, und gelangen hierbei zu den allgemeinen, von zwei Argu- 
menten abhiingenden Kugelfunktionen Y,,(w, gy), und zugleich auch zu 
dem wichtigen Satze, dass jede beliebige Function f(u, p), die fiir 
u=—1---+1 und g=0O---2m endlich bleibt, innerhalb dieser 
Grenzen nach den Y,(u, m) entwickelbar ist. 

Im IV. Cap. werden wir sodann die Function Y,(u, pm) einer 
genaueren Untersuchung unterwerfen, und namentlich zeigen, dass die- 
selbe, mittelst der Function P,(w) und gewisser zu P,(w) adjungirter 
Functionen P,;(w), in einfacher Weise darstellbar, und im Ganzen mit 
(20+ 1) willkiirlichen Constanten behaftet ist. Von besonderer Wichtig- 
keit sind dabei die im Verlaufe dieser Untersuchungen fiir die Func- 
tionen Y,(u,p), P,(w) und P,;(w) sich ergebenden Integraleigen- 
schaften. 

Mit dem V. Cap. beginnen die Anwendungen der entwickelten 
Theorie auf bestimmte physikalische Fragen, zuniichst auf die Frage 
nach der Figur emer rotirenden imcompressiblen LF liissigkett. Und die 
betreffenden Untersuchungen bilden alsdann weiterhin die Grundlage 
fiir Hrorterungen tiber die Figur der lrde, iiber die Verschiedenheit der 
Schwere an verschiedenen Stellen der Hrdoberflache, und iiber das 
Phinomen der Hbbe und Fluth. 

Das VI. Cap. enthalt die Gauss’sche Theorie des Erdmagnetismus. 
Dabei wird z. B. gezeigt, wie man die magnetische Hinwirkung ‘eines 
Gebirges zu bestimmen vermag, und ferner gezeigt, wie man auf Grund 
der Theorie dereinst die wichtige Frage zu beantworten im Stande 
sein wird, ob der Sitz der sogenannten erdmagnetischen Kraft wirklich 
umerhalb der Erde, oder, zum Theil wenigstens, ausserhalb derselben zu 
suchen sei. 

VII. Cap. — Soll eine iiber die ganze Erdoberfliche sich aus- 
breitende Function f(w, gp), wie z. B. die Intensitiit der verticalen 
Componente des Erdmagnetismus, oder wie z. B. die an der Erdober- 
flaiche vorhandene Temperatur, ihrem analytischen Ausdruck nach niher 
bestimmt werden, so kann das auf empirischem Wege immer nur_ 
dadurch geschehen, dass man die Werthe der Function an einzelnen 
Stellen der Erdoberfliche durch Beobachtung bestimmt, und aus diesen 
Beobachtungen durch Interpolation den analytischen Ausdruck der 
Function abzuleiten sucht. Es handelt sich nun hier darum, jene 
unbekannte Function f(w, y), auf Grund passender Beobachtungen, 
nach den Kugelfunctionen Y,,(u, m) zu entwickeln bis etwa inclusive 
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zur Kugelfunction p'** Ordnung, wo p eine beliebig gegebene Zahl 
vorstellt. Dabei wiirde also, weil Y,,(u,m) mit (2m + 1) willkiirlichen 
Constanten behaftet ist, die Function f(w, m) durch einen Ausdruck 


darzustellen sein, der im Ganzen 


1+3+4+5+7---+ (2p+1)=(p+ 1? 


unbekannte Constanten involvirt. Und es wiirden also x B., falls 


p = 4 ist, 25 Gleichungen mit 25 Unbekannten aufzulésen sein. 


Diese héchst miihsame und beschwerliche Rechnung kann ausser- 
ordentlich reducirt werden. Bedient man sich niémlich der , Newmann- 
schen Methode, so Wbietet sich ein einfachés System von Factoren dar, 
mit denen man nur néthig hat, die Gleichungen zu multipliciren, und 
dann zu addiren, um ohne Weiteres die Unbekannten zu erhalten. 
Diese Ausdrucksweise ist allerdings noch nicht véllig correct. Will 
man die Sache genauer andeuten, so ist zu bemerken, dass jene un- 
bekannten Constanten erhalten werden durch gweimalige Anwendung 
der genannten Operation (Multiplication mit geeigneten Factoren und 
Addition), dass niimlich die einmalige Anwendung dieser Operation nur 
zu gewissen imtermedidren Constanten, sodann aber die nochmalige An- 
wendung derselben zu jenen eigentlich gesuchten Constanten fiihrt, und 
dass beim ersten wie beim zweiten Mal das System der anzuwendenden 
Factoren einfache und unmittelbar angebbare Werthe besitzt. 


Dabei wird vorausgesetzt, dass die Beobachtungsorte in denjenigen 
2pq Punkten liegen, in denen 2p aquidistante Meridiane von q Parallel- 
kreisen geschnitten werden. Sind diese Parallelkreise ganz ad libitum 
gewihlt, so muss ihre Anzahl g mindestens = (2p + 1) ‘sein. Man 
kann aber mit beinahe nur halb soviel, namlich mit ¢ = (p+ 1) 
Parallelkreisen auskommen, falls man diese Parallelkreise in solecher 
Weise auswihlt, dass die Sinus ihrer geographischen Breiten identisch 
sind mit den (p + 1) Wurzeln der Gleichung P,41(w) = 0. 


Im VIII. Cap. werden wir die Poisson’sche Theorie der elektrischen 
Vertheilung darlegen, z. B. zeigen, dass, nach Hintritt des Gleich- 
gewichtszustandes, frei¢ Hlektricitiét niemals im Innern emes Conduc- 
tors, sondern immer nur an seiner Ober/fldche sich vorfinden kann. 
Solches constatirt, entsteht von selber die Aufgabe, das Potential emer 
auf einer gegebenen Fliiche ausgebreiteten Materie, d. i. das sogenannte 
Fléchenpotential naher zu untersuchen. Hierbei ergiebt sich der be- 
kannte Satz, dass bei einem Durchgange durch die Flache das Potential 
selber stetig, sein Differentialquotient nach der Normale der Flache 


aber sprungweise sich andert. 
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Sodann werden wir die allgemeine Theorie der elektrischen Ver- 
theilung in Anwendung bringen auf den Fall der Kugel, wobei sich 
mancherlei beachtenswerthe Resultate ergeben. Denken wir uns z. B. 
die gegebene Metallkugel isolirt, von Hause aus unelektrisch, und 
sodann der Hinwirkung eines fusseren positiv elektrischen Massen- 
punktes M ausgesetzt, so wird der diesem Punkt zugewendete Theil 
der Kugeloberfliche negativ-, der abgewendete positivelektrisch werden. 
Auch tibersieht man sofort, dass die diese beiden Theile trennende neutrale 
Zone eine Kreislinie sein wird. Die genauere Untersuchung fiihrt nun 
zu dem merkwiirdigen Satze, dass die einzelnen Punkte dieser Kreis- 
linie vom Punkte JZ eine Entfernung & besitzen, welche der Gleichung 
R? = AB* unterworfen ist. Dabei bezeichnet A den Centralabstand 
des Punktes M, und B die Linge der von M aus an die Kugel ge- 
legten Tangente*). 

Uebrigens werden wir die allgemeine Theorie der elektrischen 
Vertheilung nicht nur auf die Kugel, sondern auch auf den Fall in 
Anwendung bringen, dass der gegebene Conductor ein Sphdroid ist. 

Das IX. Cap. enthilt allgemeine Betrachtungen tiber die elektrische 
Vertheilung, nuamentlich den Nachweis dafiir, dass der elektrische 
Gleichgewichtszustand durch die im vorhergehenden Capitel aus der 
Theorie abgeleiteten Gleichungen vollstdndig und eindeutig bestimmt ist. 
Solches constatirt, ergeben sich alsdann ohne Miihe gewisse einfache 
Satze, die man fiiglich als Sdtze der Superposition bezeichnen kann, 
Auch ergiebt sich, unter Riicksichtnahme auf jenen allgemeinen Satz 
der Kindeutigkeit, die nihere Beschaffenheit der elektrischen Vertheilung 
in einzelnen speciellen Fallen, so z. B. in dem Falle, dass die Ober- 
fliche des Conductors eine sogenannte Gleichgewichtsoberfldche ist, ferner 
in dem Falle, dass der Conductor eine schaalenférmige Gestalt besitzt. 
— Schhiesslich wird noch aufmerksam gemacht auf gewisse allgemeine 
Sitze tiber die Substitution neuer Massen an Stelle von urspriinglich 
gegebenen Massen. 

Im X. Cap. werden — nach dem Vorgange von Green — simmt- 
liche Aufgaben, welche die Vertheilung der Elektricitét auf einem 
gegebenen Conductor betreffen, reducirt auf die Ermittelung einer 
gewissen dem Conductor zugehérigen Function U. Diese Function 
wird kurzweg die charakteristische Function des Conductors genannt. 

Kine analoge Reduction wird sodann auch fiir diejenigen Aufgaben 
gegeben, welche den stationdren Temperaturzustand in einem homogenen 


=) Beilaufig sei bemerkt, dass im Text (pg. 184) die in Rede stehenden 
Gréssen nicht mit M, A, B, R, sondern mit M,, A,, B,, R, bezeichnet sind. 
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Korper betreffen. Insbesondere wird diese Theorie auf den Fall an- 
gewendet werden, dass der Kérper eine Kugel, eine Kugelschaale, oder 
eine von zwei Parallelebenen begrenzte Platte ist. 

XI. Cap. — Denkt man sich einen metallischen Conductor in 
den Schliessungsdraht einer constanten Galvani’schen Batterie ein- 
geschaltet, so entsteht innerhalb des Conductors ein stationdrer elek- 
trischer Stromungszustand. Die Theorie dieses Zustandes wird niher 
dargelegt, und namentlich auch gezeigt werden, dass die betreffenden 
mathematischen Aufgaben auf die Ermittelung einer gewissen charak- 
teristischen Function U reducirbar sind, welche aber verschieden ist 
von der im vorhergehenden Capitel genannten Function U. Insbesondere 
wird die in Rede stehende Theorie auf den Fall angewendet werden, 
dass der Conductor ee Kugel ist. 

XT. Cap. — Es handelt sich hier um die elektrische: Vertheilung 
auf zwei Kugeln. Dieses Problem wird zuvoérderst — nach dem Vor- 
gange von Powsson — auf eine gewisse Functionalgleichung reducirt. 
Sodann aber wird die Auflésung dieser Gleichung durch eine Methode 
erreicht werden, die unmittelbar aus der Natur des physikalischen 
Problems geschépft ist, und die in Folge dessen einfacher und an- 
schaulicher sein diirfte, als die von Poisson selber benutzte. 

XII. und XIV. Cap. — Dass es uns in den fiinf letzten Capiteln 
gelungen ist, die Probleme der elektrischen Vertheilung, des stationaren 
Temperaturzustandes und des stationiren elektrischen Strémungs- 
zustandes fiir die Kugel wirklich zu lésen, verdanken wir vor Allem 
dem Umstande, dass wir die reciproke Entfernung zweier durch ihre 
Polarcoordinaten gegebenen Punkte schon friiher in eine Reihe ent- 
wickelé hatten, deren einzelne Glieder der Laplace’schen Differential- 
gleichung Geniige leisten. Wollen wir also die Lésung der genannten 
Probleme fiir ein Ellipsoid namentlich fiir ein Rotationsellipsoid unter- 
nehmen, und dabei ein einigermassen analoges Verfahren einzuschlagen 
suchen, so werden wir in erster Linie von Neuem nach einer Ent- 
wicklung der reciproken Entfernung zweier Punkte, aber ftir den Fall 
zu trachten haben, dass die beiden Punkte durch elliptische Coordinaten 
gegeben sind, und zwar nach einer Entwicklung, deren einzelne Glieder 
wiederum der Laplace’schen Differentialgleichung Geniige leisten. 

Eine derartige Entwicklung ist von . Newmann gegeben worden. 
Dieselbe ist im Ganzen von einfacher und iibersichtlicher Gestalt, 
involvirt aber nicht nur die Function P,(u), sondern daneben noch 
eine gewisse zweite Function @,(«), welche derselben Differential- 
gleichung wie P,(w) Genitige leistet. Diese Function Q,(u), die so- 
genannte Kugelfunction zweiter Art, wird einer naheren Untersuchung 
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unterworfen. Und gleichzeitig werden auch die adjungirten Functionen 
Qnj(w) ‘in Betracht gezogen, welche zu @,(w) in derselben Beziehung 
stehen, wie die P,;(w) zu P,(u). 

XV. Cap. — Unter Anwendung der soeben erwihnten F. Neumann- 
schen Entwicklung sind nun die Probleme der elektrischen Vertheilung, 
des stationiren Temperaturzustandes und des stationiiren elektrischen 
Strémungszustandes fiir das Rotationsellipsoid mit Leichtigkeit losbar. 
Um solches darzuthun, ist es ausreichend, einige ganz specielle Bei- 
spiele zu behandeln. Hines derselben betrifft diejenige elektrische 
Vertheilung, welche auf dem Rotationsellipsoid inducirt wird durch 
einen auf seiner Axe gelegenen elektrischen Massenpunkt. 

Uebrigens ist jene F. Neumann’sche Entwicklung der reciproken 
Entfernung zweier Punkte auch fiir mancherlei andere Aufgaben von 
Nuizen. So z. B. wird gezeigt werden, wie man mittelst derselben 
die Kinwirkung einer von zwei confocalen Rotationsellipsoiden be- 
grenzten homogenen Schaale auf beliebige Punkte zu bestimmen vermag. 


Indem ich dieses Werk der Oeffentlichkeit tibergebe, habe ich 
schhesslich noch den Herren Dr. M. Richter, Oberlehrer O. Richter und 
Stud. math. Langheineken fiir die mir von denselben bei der Correctur 
zu Theil gewordene sehr schiitzbare Unterstiitzung meinen aufrichtigen 
Dank auszusprechen, und dabei zu bemerken, dass, in Folge dieser 
Unterstiitzung, stérende Druckfehler im vorliegenden Werke wohl kaum 
vorhanden sein diirften. 


Leipzig, October 1887. 


©. Neumann. 
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Definition und Eigenschaften-des Potentials. 


Nach dem Newton’schen Gesetz wirken zwei ponderable Massen 
mit einer Kraft aufeimander ein, welche proportional ist dem Product 
der Massen, und umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung. 
Gleiches gilt nach dem Coulomb’schen Gesetz von zwei elektrischen 
Massen. Und Gleiches gilt bekanntlich auch von ‘den sogenannten 
magnetischen Massen. Wiihrend aber im ersten Falle die Wirkung stets 
in einer gegenseitigen Anziehung besteht, ist sie in den betden letztern 
Fallen bald repulsiv, bald attractiv, je nachdem die beiden Massen gleich- 
artig oder ungleichartig sind. 

Die in Rede stehenden Wirkungen sind, wie Lagrange (1777) und 
Laplace (1782) gezeigt haben, in einfacher Weise ausdriickbar mittelst 
einer gewissen Function, welche man heut zu Tage, nach dem Vor- 
gange yon Green (1828), das Potential oder die Potentialfunction zu 
nennen pflegt*). Dieses Potential soll im gegenwiirtigen Capitel de- 
finirt und naher untersucht werden. 


Set. 
Hinfiihrung des Potentials. 


Sind w und m irgend zwei Massentheilchen, so ist die von w auf 
m ausgeiibte Kraft stets eben so gross, wie diejenige, mit welcher m 


*) Lagrange: Remarques générales sur le mouvement de plusieurs corps, qui 
s’attirent mutuellement en raison inverse des carrés des distances. Nouveaux Mém. 
de Acad. d. Sc. de Berlin, année 1777. 

Laplace: Théorie des attractions des sphéroides et de la figure des pla- 
nétes. 1782. 

Green: An Essay on the application of math. analysis to the theories of 
Electricity and Magnetism. 1828. 

Diese Literaturangaben sind yom Herausgeber hinzugefiigt auf Grund des 
auch nach dieser Seite hin héchst schiitzbaren ITeine’schen Handbuchs der Kugel- 
functionen. Zweite Auflage, Bd. 1, 8. 1 und Bd. 2, S. 342. 


F. Neumann, Vorl. iib. das Potential. 
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a 


auf w einwirkt. Wir bezeichnen diese beiden gleich grossen Kriifte mit 
M, und rechnen dieselben stets in repulsiwem Sine: 


(i2) RK <—___.—___ # + > HK 


Ww m 


D. h. wir rechnen die auf m einwirkende Kraft in der Richtung der 
iiber m hinaus verlingerten Linie 7, und ebenso die auf w eimwirkende 
Kraft in der Richtung der tiber w hinaus verliingerten Linie H. Dabei 
soll unter EH die gegenseitive Entfernung der beiden Massentheilchen 
verstanden sein. 

Dabei aber sind zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem der ge- 
meinschaftliche Werth 9t der beiden Krafte positiv oder negativ ist. 
Hat 8 einen positiven Werth, so haben jene beiden Kriifte wirklich die 
in (1.) angegebenen Richtungen; und es findet also Abstossung statt. 
Ist hingegen R negativ, so werden jene beiden Kriafte in Wirklichkeit 
nicht die in (1.) angegebenen Richtungen, sondern die entgegengesetzten 
Richtungen haben; so dass also in diesem Falle Anziehung stattfindet. 

Solches festgesetzt, gilt z. B. fiir die gegenseitige HKinwirkung 
zweier elektrischer Massentheilchen m und w die Formel: 


(2.) r= ee (Coulomb’sches Gesetz). 


Auf Grund dieser Formel werden die beiden Krifte St positiv oder 
negativ sein, d. h. die in (1.) angegebenen oder die entgegengesetzten 
Richtungen haben, je nachdem m und uw gleiche oder verschiedene Vor- 
zeichen besitzen. Und dies steht im Hinklang mit der bekannten That- 
sache, dass gleichartige Hlektricitiiten einander abstossen und ungleich- 
artige einander anziehen. Ueberdies involvirt die Formel (2.) ein Maass 
der elektrischen Masse. Denn ihr zufolge wird unter der elektrischen 
Masse Mins diejenige zu verstehen sein, welche auf eine gleich grosse 
elektrische Masse in der Entfernung Hins die Kraft Eins ausiibt. 

Genau dieselbe Formel (2.) und dieselben Bemerkungen finden ihre 
Stelle, wenn m und uw magnetische Massen sind. 

Sind hingegen m und w ponderable Massen, so findet zwischen 
denselben unter allen Umstiinden Anziehung statt. In diesem Falle 


sind also die in (1.) angegebenen Kriifte stets negativ; so ses man zu 
setzen hat: 


(3.) R=—k ae , (Newton'sches Gesetz), 


wo k eine positive Constante vorstellt. 
Bei unsern Untersuchungen werden wir nun hiiufig dahingestellt 
sein lassen, ob die betrachteten Massen elektrische, magnetische oder 


—a. eo 
aN 
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ponderable sind. Demgemiiss wird es gut sein, die Formeln (2.), (3.) 
zusammenzufassen in die eine Formel: 


me 
(4.) t= i “—? ? 


wo alsdann der constante Factor f den Werth 1 oder den Werth (— h) 
besitzt, je nachdem die betrachteten Massen eclektrische resp. magne- 
tische, oder aber ponderable sind. 

Sind a, y, 2 und a@, B, y die Coordinaten von m und uw, so ergeben 
sich fiir die Componenten X, Y), 8 der von w auf m ausgeiibten Kraft 


KR die Werthe: " 

x= R=, = 
(,) y) Boke y—6 5 ye m (xy 2) 

V) Hy 
EO od 
ee (67) 
= Qa 

Dabei ist die Grosse eee 
(5a.) E=V(e— a + y= pr +e — YF 


als positiv anzusehen, wiesolehes auch weiterhin durchweg geschehen 
soll. Beiliiufig bemerkt, folet aus (5a.) durch partielle Differentiation 
nach @: 


(51 0B _«—#x. ] ee) 
5b.) jee PO ey op 


Die Formeln (5.) kénnen, falls man fiir seinen Werth (4.) ein- 
setzt, auch so geschrieben werden: 


e— & 


X = fm a ; 
(6.) Y =fme ZF 
3 = fm —" , 
oder mit Riicksicht auf (5b.) auch so: 
#— — fm ()> 
(7.) y= —fm5- (5), 
8=—fm 5, (z)- 


Wir wollen jetzt die Wirkung in Betracht ziehen, welche ein aus 
beliebig vielen Massentheilchen uw, w’, wu’, ... bestehendes System auf 


ein einzelnes Massentheilchen m(a, y, 2) austibt. Sind X, X’, X”, 
1* 


>| 
Pie e|& 3] 
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die z-Componenten derjenigen Wirkungen, welche uw, w’,u’,..., emzeln 
genommen, auf m ausiiben, so wird offenbar 
(8.) X=*X4HX+HRX"4+- 
die a-Componente der von dem ganzen System uw, w’, w,... auf m 
ausgetibten Gesammtwirkung vorstellen. Substituirt man hier fiir X den 


in (7.) angegebenen Werth, und fiir X’ X”, ... die analogen Werthe, 
so folet: 

7 
(9.) x=L pe (6424845). 


Aehnliche Ausdriicke ergeben sich fiir die beiden andern Componenten 
der in Rede stehenden Gesammtwirkung; sodass man also zu folgendem 
Satz gelanet: 

Sind X, Y, Z die Componenten derjenigen Gesammtwirkung, welche 
auf cin einzelnes Massentheilchen m(x, y, 2) ausgeiibt wird von emem be- 
lhebig gegebenen Massensystem w, w, w",..., so gelten die Formeln: 


av 
pcan Ox? 
(10.) 
Z=— fm a : 


wo V die Bedeutung hat: 
ds = “ 


Dabei reprisentiren E, FY ¢ pass ate a Abstinde des Theilchens m(«, y, 2) 
von den einzelnen Theilchen w, w', uw", . 

Dieses V pflegt man zu bezeichnen als das Potential des gegebenen 
Massensystems uw, w, w’ ... auf den Punkt m(q, y, 2). Auf Grund der 
Formel (11.) kann man also sagen: 

Unter dem Potential eines gegebenen Massensystems auf einen ein- 
zelnen Massenpunkt m(a, y, 2) ist die Swmme aller in jenem System ent- 
haltenen Massen zu verstehen, jede dividirt durch thren Abstand von dem 
genannten Punkte. 

X, Y, Z sind die Componenten der in Rede stehenden Gesamint- 
wirkung. Bezeichnet man diese Gesammtwirkung selber mit R, so ist 


X = R cos (Rf, 2), 
Y = fF cos (R, y), 
Z = RB cos (R, 2), 
wo (Rt, x), (R,y), (R, 2), die Winkel vorstellen, unter denen die Kraft 


fi gegen die Coordinatenaxen geneigt ist. Detiganeds kann man die 
Formeln (10.) auch so schreiben: 
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> a ey 
R cos (R, x) = — fm re 
¢ : \- 
(12.) FR cos (Rh, y) = — fm , 
R cos (R, 2) = — fm a 


Lisst man vom Punkte (#, y, 2) eine beliebige Richtung p aus- 
gehen, und multiplicirt man die Formeln (12.) mit cos (p, x), cos (p,y) 
cos (p, 2), und addirt, so erhilt man: 


et ap Casale 0) eosin) L 
es 
OV 
+ Fy 008 (p, 2)) 


Diese letzte Formel ist emer weitern Vereinfachung fihig. Versteht 
man nimlich unter dz, dy, dz die Zuwiichse, welche die Coordinaten 
des Punktes (a, y, 2) annehmen wiirden, wenn man denselben lings der 
Richtung p um die Strecke dp verschieben wollte, so sind offenbar 
dx, dy, dz die rechtwinkligen Projectionen von dp auf die Coordinaten- 
axen. Folglich ist dz = dp cos (p, x), ebenso dy = dp cos (p, y), und 
dz = dp cos (p, 2), oder etwas anders geschrieben*): 


, 


(13.) 


dx 

a — cos (p, 2), 

a 
(14, av — cos (2, 9); 

dz 

dp 7 098 (p, 2). : 
Somit folgt aus (13.): 

5 5) IRONE Soke oV dy OV dz 
Fi cos (Lt, p) = — fm (Ge dp a Oy dp as Oz ea) 
oder, was dasselbe ist: 
: dV 

(15.) R cos (R, p) = — fm apa 


Diese Formel (15.) ist analog den friiheren Formeln (12.). Sie liefert 
die Componente von & nach der Richtung p, ebenso wié jene die Com- 
ponenten nach den Richtungen der drei Coordinatenaxen liefern. 
Unsere urspriingliche Aufgabe, die Wirkung emes gegebenen Systems 
uw, Ww, ..- auf einen einzelnen Massenpunkt m(a, y, 2) 2w berechnen, 


*) Man kann auf Grund der Formeln (14.) folgenden Satz aussprechen: 

Differenzirt man die Coordinaten eines Punktes (x, y, 2) nach wrgend einer von 
diesem Punkte ausgehenden Richtung p, so werden die so entstehenden Differential- 
quotienten nichts Anderes sein, als die Richtwngscosinus von p. 
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ist gegenwartiy reducirt auf’ die Aufgabe, das betreffende Potential zu 
berechnen. Denn sobald dieses Potential V gefunden ist, ergeben sich aus 
demselben ohne Weiteres die Componenten jener Wirkung, mittelst der 
Formeln (10.), respective (12.) und (15.). 

Das gegebene materielle System kann tibrigens auch ein continwirlich 
den Raum erfiillender Korper sein. Alsdann werden unter p, w’,u’,..- 
die unendlich kleinen Massenelemente dieses Kérpers zu verstehen sein. 
Und demgemiiss wird man den Werth des Potentials (11.): 


a a7 
(16.) Ww = De E 
in diesem Falle auch so schreiben kénnen: 
La qdv 
Ci) V={ *R-- 


Hier bezeichnet dv ein Volumelement des Korpers, g die Dichtigkert, 
mithin gdv die in dv enthaltene Masse, und # den Abstand dieses 
Massenelementes gdv von dem gegebenen Punkte m/(a, y, 2); und tiber- 
dies ist die Integration ausgedehnt zu denken iiber alle Elemente des 
ganzen Korpers. 

An die Formel (15.) schliesst sich eine gewisse Bemerkung von 
Gauss an. Um niher hierauf einzugehen, wollen wir uns den Punkt 
m(a, y, 2) in Bewegung begriffen denken lings irgend einer Curve, deren 
Anfangspunkt A, und deren Endpunkt B heissen mag. In irgend einem 
Augenblicke dieser Bewegung sei s die von A aus gerechnete Bogen- 
linge des Punktes m, und S die tangentiale Componente der auf m 
von Seiten des gegebenen materiellen Systems ausgetibten Wirkung R. 
Alsdann ist nach (15.): ' 

(a.) S=— fm ee ; 

d. 1. 

(B.) Sds = — fmdV. 

Hieraus folgt durch Integration tiber 


alle Klemente ds der gegebenen Curve: 
& 


Beate Gree fm (Ve — Va), 


wo Vaund V», die Werthe des Potentials 4. ine 
V in den Punkten A und B vorstellen. . 


Die rechte Seite der Formel (y.) verschwindet aber, falls B mit 
A zusammenfallt, d. h. falls die gegebene Curve eine geschlossene ist. 
Und diese Bemerkung lisst sich z. B. benutzen, um Beobachtungen 
tiber den Erdmagnetismus zu controliren. Denkt man sich nimlich an 
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der Erdoberfliche irgend eine geschlossene Curve construirt, so muss 
an ins > arts AN - a P ; ; 

das tiber diese Curve ausgedehnte Integral mt Sds verschwinden. D. h. 

es muss die Summe aller Elemente ds dieser Curve, jedes multiplicirt 


mit der zugehérigen tangentialen Componente S der erdmagnetischen 
Kraft, den Werth Null haben. 


§ 2: 
Die Flachen constanten Potentials. 


Das Potential V eines gegebenen Massensystems auf einen variablen 
Punkt m (w, y, 2) ist eine Function der Coordinaten dieses Punktes: 


Gk.) V = Vita, y; 2). 
Setzt man nun 
(2.) V (a, Y; Z) a C, 


wo C irgend eine Constante vorstellen soll, so wird diese Formel (2.) 
die Gleichung eimer gewissen L’ldche sein; und zwar wird man diese 
Fliche als den geometrischen Ort derjenigen Punkte bezeichnen kénnen, 
fiir welche das Potential den constanten Werth C hat. EHrrichtet man 
auf dieser durch die Gleichung (2.) dargestellten Fliche in irgend 
einem Punkte (a, y, 2) die Normale m, so ist bekanntlich: 

(3.) cos (m, x) : cos (m, y): cos (m, #) = ue : on : af 

Denkt man sich nun ferner an der betrachteten Stelle (x, y, 2), 
d. i. im Fusspunkte der Normale » einen materiellen Punkt von der Masse 
m, und bezeichnet man die von dem gegebenen Massensystem auf 
diesen Punkt m ausgeiibte Gesammtwirkung mit RK, so ist nach 
(12.) pg. 5: 

(4.) cos (R, x): cos (R, y): cos (Rh, z) = 
Aus (3.) und (4.) folgt: 

(5.)  cos(R, x): cos (Rh, y): cos (R, 2) = cos (m, %): cos (m, y): cos (12, 2). 
Und hieraus erkennt man sofort, dass die Richtung der auf m ein- 
wirkenden Kraft R zusammenfdllt mit der Richtung der Normale n, 
— oder genauer ausgedriickt, dass diese beiden Richtungen entweder 
zusammenfallen, oder aber zu eimander entgegengesetat sind. 

Also der Satz: Versteht man unter V das Potential eines gegebenen 
Massensystems, ferner unter C eine willkiirlich gewiihlte Constante, so wird 
durch die Gleichung V = C eine gewisse Fliche dargestellt sein. Denkt 
man sich nun auf dieser F'liiche irgend einen materiellen Punkt m gelegen, 
so wird die von dem gegebenen Massensystem auf den Punkt m ausgetibte 
Kraft zw der genannten Fliche senkrecht sein, und zu derselben senk- 


OV a OV 
Oe Oi Ge 
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recht bleiben, welche Lage man dem Punkte auf der Eldche auch @u- 
ertheilen mag. 

Solcher Fliichen giebt es unendlich viele. Denn man kann der 
Constante C successiv verschiedene Werthe zuertheilen. Diese Flachen 
koénnen kurzweg bezeichnet werden als die I’ldchen constanten Potentials. 
Sie werden iibrigens auch Gleichgewichtsoberfldchen, oder, falls das ge- 
gebene Massensystem eine Fliissigkeit ist, auch Niveaujfldchen genannt. 


S:3. 
Die Laplace’sche Differentialgleichung. 
Das von einem gegebenen Massensystem uw, w, w’,... auf den 
Punkt m (a, y, 2) ausgetibte Potential 
Ww w uw" Se 


wird sich offenbar, falls man dem Punkte m(xz, y, 2) irgend welche 
Bewegung zuertheilt, wihrend dieser Bewegung Schritt fiir Schritt in 
stetiger Weise iindern, so lange der Punkt m (a, y, 2) von den ein- 
wirkenden Massentheilchen uw, w’, wv’... durch irgend welche Zwischen- 
riume getrennt bleibt. Gelangt hingegen jener Punkt mit irgend 
einem dieser Massentheilchen z. B. mit w zur Coincidenz, so wird in 
diesem Augenblicke der Werth von V wnstetig werden, nimlich is 
Unendliche aufspringen. 

Gleiches gilt, wie sich leicht zeigen laisst, auch fiir die ersten und 
die héheren Ableitungen von V nach x, y, 2 Beachtet man namlich 
die schon friiher [in (5a, b.) pg. 3] notirten Formeln: 


USC oe baa Rae bares Game & 


(2.) GBs Gree 2B ~ j=. OR awey 
On Ga OS Ga ST ee ee 
wo (@, B, y) die Coordinaten von w sind, so ergiebt sich aus (1.) sofort: 
‘ 0 V <= er —— ak 
(3.) Sh a tas 


Und hieraus folgt weiter: 


OV = ie 3(a— a) 0H o2V =e Bileeees ; 
Re eee Zant Cy Ai als \ (@—ea) 0H 
0x? aa i i oe Oxdy =+ Du Et oy ) 


also mit abermaliger Riicksicht auf (2.): 

ONE SSS 1 3 (a@—«a)? oy 3 (x — a) (y— 
(4.) one Dt Ee " Ouby +S Ee oe 
In ihnlcher Weise kann man die dritten Ableitungen bilden. U. s. f. 


Doch sind die hingestellten Formeln (3.), (4.) bereits ausreichend, um 
zu zeigen, dass sdimmtliche Ableitungen beliebiger Ordnung stetig sind, 
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so lange H, EH’, BE”, ... von Null verschieden bleiben, d. i. so lange 
der in Bewegung begriffene Punkt m(a, y, 2) von den einwirkenden 
Massentheilchen uw, w’, w’,... durch irgend welche Zwischenriiume ge- 
trennt bleibt. 

av 


Dabei ist noch Folgendes zu bemerken. Die Werthe yon = 


Cae 
fee FS Pe : : 
aye? gz Sind, wie sich aus (4.) ergibt, folgende: 


cy 
ARE a = 
Ox* a ks iH ? 
Cy a | EE? “ B® 5) 
a Sie 1 3(¢ — y)? 
Cz? =— Ss(4- Be ). 
Hieraus aber folet durch Addition und mit Riicksicht auf (2.): 
Be cet oo ( 3 ‘2 Sigs 
gat + yt + oF = at as — ae), di. = 0. 


Wir gelangen somit zu folgendem Satz: 
Bezeichnet V das Potential eimes gegebenen Massensystems auf’ emen 
variablen Punkt (x, y, 2), so werden 
av 0V - OV a 


5.) yr CEA OEP 0m), 0a? roRdyy ae 


Functionen von (x, y, 2) sem, welche endlich und stetig sind, so lange 
der Punkt (x, y, 2) von den: cinwirkenden Massen durch irgend welche 
(wenn auch noch so kleine) Zwischenrdume getrennt bleibt. Und gleich- 
zeitig wird, so lange diese Bedingung erfiillt bleibt, die Gleichung stattfinden: 
eV , ev , ev 

(6.) aa ‘ae hc BOS wee 

Diese Gleichung heisst die Laplace’ sche Differentialglecchung. 
Gleichzeitig mag das auf der linken Seite stehende Trinom 


BVO ey |. 
2) ae ot ay + aye mit LOY, 


bezeichnet, und der Laplace’ sche Differentialausdruck genannt werden. 


es. 
Das Potential eines beliebig gegebenen Korpers in Bezug auf einen 
sehr weit entfernten Punkt. 


Es sei ein homogener oder nichthomogener Korper von beliebiger 
Gestalt gegeben, und es sei wu irgend ein Massenelement dieses Korpers. 
Das Potential des Kérpers auf einen beliebigen Punkt (a, y, 2) hat als- 
dann den Werth [vgl. (11.) pg. 4]: 
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wo EF den Abstand des Punktes (a, y, 2) vom Elemente w vorstellt, und 
die Summation ausgedehut zu denken ist iiber s&immtliche Massen- 
elemente w des ganzen Korpers. 

Bezeichnet man die Coordinaten von w mit (a, B, y), so erhalt man: 

BP = (¢@ — a) + y— BY + @— 7); 
cae B 

B= (a + y +) — 2(ae + By tray +@e+re ry), 
oder kiirzer geschrieben: 

i? =r? — 2ro cosy + o’, 

und folglich: 
(2.) ae wae es 


iH SS = oe : 
yee = 
rY/i-2 : cos y + (2) 


Hier haben alsdann 7, 0, y die Bedeutungen: 


3) P=e+tyYt?, P= + P+ 7, cosy= ant fare ; 


so dass also rv und @ die Abstiinde der Punkte (a, y,z) und w(a, p, 7) 
vom Anfangspunkte O des Coordinatensystems vorstellen; wihrend y 
den von 7 und @ gebildeten Winkel bezeichnet. 


Substituirt man in (1.) fiir aa den Werth (2.), so folgt: 


1 u 
(4, vai. = 
1 —2 ey cos y a i) 
oder, was dasselbe ist: ‘ 
(4a.) rv = >" 


Q cue 
1-2 m+ (2) 

Bringt man diese Formeln (4.), (4a.) auf den Fall in Anwendung, dass 
der sollicitirte Punkt (a, y, 2) unendlich fern, mithin r wnendlich gross 
ist, so wird <. gleich Null, mithin die in den Formeln enthaltene 


Wurzelgrésse gleich His werden; so dass man erhilt: 


(5.) (arene rad OF 
(5a.) (1V)no = De —=M, 


wo M= Su die Gesammtmasse des gegebenen Korpers vorstellt. Man 
gelangt somit zu folgendem Satz: 

Bezeichnet V das Potential eines gegebenen Korpers auf eimen vari- 
ablen Punkt, und r den Abstand dieses Punktes von irgend einem in der 
Eindlichkeit gelegenen festen Punkte O, so wird V den Werth Null und 
rV den Werth M annehmen, sobald jener variable Punkt nach irgend 
welcher Seite hin sich ins Unendliche entfernt. 
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Dabei ist unter M die Gesammtmasse des gegebenen Kirpers ver- 
standen, und zugleich vorausgesetat, dass alle Massenelemente des Kirpers 
im Endlichen liegen. 

Wir wollen jetzt den festen Punkt O, d. i. den Anfangspunkt des 
Coordinatensystems im Innern des gegebenen Korpers uns gelegen 
denken. Gleichzeitig mag der sollicitirte Punkt (a, y, 2) so weit ent- 
fernt gedacht werden, dass sein Abstand r vom Punkte O sehr gross 
ist im Vergleich mit den Dimensionen des gegebenen Korpers. Fiir 


jedwedes Massenelement w wird alsdann der Quotient £ sehr klein sein, 


mithin der Ausdruck (2.) entwickelbar serfv nach Potenzen von 


Bee Pt ey = (0)] + 14 [on (8)] 4} 
w 


Vernachlissigt man also die zweite und die hiheren Potenzen von 


Has 
ie 


? 


= 


"$0 folet: 

"1 a. 1 ae \ 
pes tees ele 
oder, falls man fiir cos y den Werth (3.) einsetzt: 

1 bs Lee ax + By + v4 ; 


Ef rs 


Substituirt man aber diesen, Werth von a in (1.), so folgt: 


aw 2i(we) + yS(uB) + 22(uy) 


ry? i 


(6.) you y 


wo, ebenso wie vorhin, M= Su die Gesammtmasse des Koérpers vorstellt, 

Noch einfacher gestaltet sich diese Formel, sobald man den An- 
fangspunkt O des Coordinatensystems in den Schwerpunkt des gegebenen 
Kérpers hineinfallen lisst. Denn alsdann wird bekanntlich 


(ua) =0, Bus)=—0, Bur) = 0; 
sodass man erhilt: 
(7.) y=". 
Also der Satz: Das Potential eines Korpers von der Gesammtmasse 
M auf einen sehr weit entfernten Punkt ist nahezeu = ue wo v den 


Abstand des Punktes vom Schwerpunkte des Korpers vorstellt. Oder 
mit andern Worten: Das in Rede stehende Potential ist nahezw von 
solcher Beschaffenheit, als wire die ganze Masse des gegebenen Korpers 
in seinem Schwerpunkte concentrirt. 
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S20. 
Das Potential einer homogenen Kugel. 


Das Potential einer homogenen Kugel auf einen Punkt m(x, y, 2) 
besitzt den Werth [vgl. (17.) pg. 6]: 


(1.) V=a/>- 


Dabei repriisentirt gq die constante Dichtigheit, ferner dv em Volum- 
element der Kugel, und # den Abstand dieses Volumelementes vom 
Punkte m(a, y, 2); endlich ist die Integration ausgedehnt zu denken 
iiber siimmtliche Volumelemente dv der ganzen Kugel. 

Nimmt man das Centrum O der Kugel zum Anfangspunkte eines 
Polarcoordinatensystems, ferner die Linie Om zur Axe dieses Systems 
und bezeichnet man die Linie Om, ihrer Liinge nach, mit 7, ferner die 
Polarcoordinaten des Volumelementes dv mit @, #, g, der Art, dass 
o den Centralabstand, # das Complement der geographischen Breite, 
und g die geographische Linge reprisentirt; —- so ist bekanntlich: 

dv = o’do sin ddtdgq, 
EE? = 0? + 7 — 2or cos 0; 
sodass die Formel (1.) iibergeht in: 


A zm 242 -s . 
(2.) Va ae ede sin ddtdg 1 
J J J Vo? + 1? — Bor cos o 


wo A den Radius der Kugel vorstellt. Hieraus folet durch Ausfiihrung 
der Integration nach g: 


3) ymteg ff cc eiesnm 
Jd Ver +r? — 2er cos & 


sodann durch Ausfiihrung der Integration nach #: 


v= 


‘odo. 
0 


A 
(4.) Vix eae 9? — Bor cos 8] 


Nun ist die Entfernung H = Vo? + 7? — 2er cos % unter allen 
Umstiinden positiv zu rechnen [vgl. (5a.) pg. 3]. Gleiches gilt mithin 
auch von denjenigen Specialwerthen, die diese Entfernung fiir ® = 0 
und ® =a annimmt. Demgemiiss folgt aus (4.): 


(5.) v= {V+ oF —Vir —e)} ede, 


mit dem Zusatz, dass die hier auftretenden Wurzelgréssen beide positiv 
zu rechnen sind. 
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Wir haben bisher die Frage, ob der sollicitirte Punkt m ausser- 
halb oder innerhalb der Kugel liegen soll, ganz im suspenso gelassen. 

Liegt m ausserhalb der Kugel, so ist r > A, mithin auch r > 9; 
sodass also in diesem Falle der in (5.) in der geschweiften Klammer 
enthaltene Ausdruck tibergeht in: 


(+ @) — (r 9) = 2e; 
wodureh man erhilt: 
A 
oa 21g : Bae 
v= | 20°do, 
‘1 es ~ 


a \ ~ 4mq £ 
(Ga.) V= aoe a 


Liegt hingegen m innerhalb der Kugel, so hat man zuvorderst 
eine durch m gehende, zur gegebenen Kugel concentrische Hiilfskugel- 
[ldche za construiren. Fiir jedwedes Massenelement dv (0, &, ») wird 
alsdann 7 >@ oder r<o sein, je nachdem dieses Element dv inner- 
halb oder ausserhalb der Hiilfskugelfliche liegt. Demgemiiss wird der 
in (5.) in der geschweiften Klammer enthaltene Ausdruck fiir die Ele- 
mente dmnerhalb der Hiilfskugelflache 


Sake tO) 50) OF 
hingegen fiir die Klemente ausserhalb der Hiilfskugelfliche 


ie 2) eer 


sein. Demgemiiss ergiebt sich aus (5.) 


r A 
oe 21 ( fretde + f2rede ), 


oder, falls man die Integrationen wirklich ausftihrt: 


2 2r8 3 
y= Pt (4 ree), 
oder, was dasselbe ist: 
(Gi.) V = 2nq A? — “74 92, 


Auf Grand der Formeln (6a.) und (61.) gelangen wir zu folgenden 
Siitzen: 

Bezeichnet A den Radius, q die Dichtigheit wd M die Gesammt- 
masse emer homogenen Kugel, so wird das Potential dieser Kugel auf 
irgend einen dussern Punkt a den Werth haben 


4nq A?® M 
(Ta.) Va= tab estes hin? 
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wo rv den Centralabstand des Punktes vorstellt. Es wird mithin dieses 
Potential genau von derselben Beschaffenheit sein, als wire die ganze Masse 
der Kugel in threm Mittelpunkte conecentrirt. 

Andrerseits wird das Potential der Kugel auf wgend einen innern 
Punkt «4 den Werth besitzen: 

(ras) V; = 2aq A? — “54 ae 
wo wiederum r den Centralabstand des Punktes bezeichnet. 

Die Formeln (7a, i.) zeigen, dass V, und V; durch ganz verschie- 
dene Functionen von 7 dargestellt sind. Trotzdem nehmen V, und J;, 
sobald man die Punkte a und 7 der Kugeloberflache sich mehr und 
mehr nihern, und schliesslich auf dieser Fliche zusammentreffen lisst, 


im Augenblicke des Zusammentreffens denselben Werth an. Denn fiir 
» 42 iretier: Sod had va ‘ 

7 == A geht V, in — A’, und V; ebenfalls in at A® iiber. Solches 

mag angedeutet werden durch die Formel: 


7 7. 44 9 
(7f) Ve—V, = —* At 


wo durch die horizontalen Striche bemerklich gemacht werden soll, dass 
hier von denjenigen Werthen die Rede ist, welche V,, und V; an der 
Kugeloberfliche besitzen. 
Kbenso wie V, und V; an der Oberfliche denselben Werth haben, 
dV, av, 
dn und aan 
lich durch Differentiation nach r: 


ebenso gilt Gleiches auch von Aus (6a, i.) folet nim- 


dV, 4Anq A$ 
(8a.) Seid Sato bk Sia aS 
5 av, 4a 
(8i.) Psa = r. 


Und hieraus ergiebt sich, falls man die beiden Punkte a und 7 auf der 
Kugeloberfliche mit eimander zusammentreffen laisst, d. h. in beiden 
Formeln 7 —= A macht: 

av, dV, 


st 47 q 
(8f.) dn =~ dm o= 3 - 


Anders hingegen verhiilt es sich mit den zweiten Differential- 
quotienten. Denn aus (8a, i.) folgt: 


ave, 8xq A?® 
(9a.) eee su 
: a’V, A 
9i. ea SOS 
( i.) dr? Se 
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und hieraus ergiebt sich fiir » = A: 


Fo Be BV, 
a@ © qd . z : ‘ Ang 
fit) re es + rigs hingegen: arene 


Um die Hauptsache zusammenzufassen: Bezeichnet V das Potential 
emer homogenen Kugel auf einen variablen Punkt, dessen Centralabstand 


. = aV : : ‘ uae Sie 
yr ast, so werden V und aa E'unctionen von r sein, die bei ener beliebigen 


Bewegung jenes Punktes, selbst bei einem Hindurchgehen desselben durch 
die Kugeloberfliche, sich Schritt fiir Schritt in stetiger Weise dndern. 


: ; ge Vas 4 a 
Hingegen wird ae m dem Augenblicke, wo. der Punkt durch die Kugel- 
ty 


oberfldche hindurchgeht, eine sprungweise Aenderung erleiden. 

Dabei mag historisch bemerkt sein, dass dieser Satz einer weitern 
Verallgemeinerung fihig ist. Denkt man sich némlich einen materiellen 
Korper von ganz beliebiger Gestalt gegeben, dessen Dichtigheit nach 
 Belieben eine stetige oder unstetige Function der Coordinaten, jedoch 
diberall endlich ist, und bezeichnet man das Potential dieses Korpers auf 
wrgend einen Punkt (x, y, 2) mit V, so werden 

a ee ees 

ie Op? 102 
Functionen von (a, y, 2) sein, welche bet emer beliebigen Bewegung dieses 
Punktes, auch bei einem Hindurchgehen desselben durch die Korperober- 
fliche, sich Schritt fiir Schritt in stetiger Weise dndern. Hingegen wird 
solches nicht mehr gelten von den zweiten Ableitungen des Potentials V 

nach (x, y, 2). 

Man findet diesen Satz bewiesen in Dirichlet’s Vorlesungen, herausgegeben 

von Grube. Leipzig bei Teubner, 1876. pg. 12. 


S 6 


Weiteres iiber die Laplace’sche Differentialgleichung. 
Vervolistindigung derselben durch Poisson. 


Denkt man sich einen beliebigen Korper gegeben, der 2 B. auch mat 
irgend welchen innern Hohlrdwmen verschen sein kann, und bezerchnet 
man das Potential dieses Kérpers auf den vartablen Punkt (a, y, 2) mit 
V, so wird die Gleichung statifinden: 

ov 


oy Ok eV 
(1.) AVmO aa 1) Gog beget Ge — 0. 


Oder genauer ausgedriickt: Es wird diese Gleichung stattfinden, so lange 
der Punkt (a, y, 2), mag er nun ausserhalb des Korpers oder inner- 
halb eines im Kéorper befindlichen Hohlraumes gedacht werden, 
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von der Kirpermasse selbst durch irgend welchen (wenn auch noch 
so kleinen) Zwischenraum getrennt blecbt. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem schon friiher bewiesenen 
Satz pg. 9. Es fragt sich aber nun, ob diese Gleichung (1.) auch dann 
noch in Kraft bleibt, wenn der Punkt bart an die Kérperoberflaiche 
herangeht, oder gar in das Innere der Kérpermasse hineindringt. 

Liegt der Punkt (a, y, z) irgendwo im Innern der Koérpermasse, 
so construire man, ebenfalls innerhalb der Kérpermasse, eine kleine den 
Punkt (a, y, 2) umschliessende Kugelfliiche, jedoch in solcher Weise, 
dass das Centrum (a, B, 7) ‘derselben nicht gerade mit (x, y, 2) zu- 
sammenfallt. Setzt man nun voraus, die Dichtigkeit gq des Korpers sei 
eine stetige Function der Coordinaten, so wird man jene Kugelflaiche 
so klein sich denken kénnen, dass der Werth der Dichtigkeit inner- 
halb der Kugelfliiche als constant betrachtet werden darf. Dieser con- 
stante Werth mag C heissen; so dass also 


(2.) q(a,B,v) =C und q(a,y,z) ebenfalls = C 


ist, weil die Punkte (a, 6, y) und (a, y, 2) beide innerhalb der Kugel- 
fliiche liegen. 

Die Korpermasse M wird durch diese Kugelfliche in zwei Theile 
M’ und M” zerlegt, von denen der erste innerhalb, der letztere ausser- 


halb der Kugelfliiche liegt. Und _ 
dem entsprechend zerfallt das ras os 

‘ : ‘ ys ¥ 
Potential V in zwei analoge 4 \ 
Theile V’ und V”: oi \ 
3) V=WV+v", / Se 
woraus z. B. folgt: bya j 
(4.) AV=AV TAD’. By ) : 
Der Ausdruck AV” subordinirt Xe ve 
sich aber, weil der Punkt (a, y, 2) te we 
von der Masse M” durch Zwi- re sae 

“epi ee ee Oe 


schenriume getrennt ist, ohne 
Weiteres dem Satz (1.). Demgemiiss ist also AV” = 0; so dass also 
die Formel (4.) sich reducirt auf: 

(5.) AV == Ay: . 

Nun ist der Theil M’ nichts Anderes als eine kleine homogene 
Kugel, deren constante Dichtigkeit mit C bezeichnet worden ist. Das 
Potential V" dieses Theiles M’ auf den Punkt (a, y,2) hat daher [vgl. 
(7i.) pg. 14] den Werth: 


Vi = Oph as 


y” 


> 
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“= 220A? — — 


22C 
» 
o 


[(@—eP + Y— By +(e — 2], 


wo A den Radius der kleinen Kugel vorstellt. Hieraus folet: 


e 


ee ce ee cole An 
Ce o. #)/) and Ls 3°? 
u. 8. w.; folglich: 
AV’ = — 4x0. 
Dies in (5.) substituirt, erhilt man: 
(6.) AV = — 4x0. 


Beachtet man nun die Bedeutung vou C, dass niimlich dieses C 
den Werth der Kérperdichtigkeit q an derjenigen Stelle bezeichnet, an 
welcher der sollicitirte Punkt (a, y, 2) sich befindet, so gelangt man 
auf Grund der Formel (6.) zu folgendem Satz: 

Denkt man sich irgend einen Korper gegeben, dessen Dichtigheit q 
eme stetige Function der Coordinaten ist, und bezeichnet man das Po- 
tential dieses Korpers auf einen variablen Punkt (a, y, 2) mit V, so wird 
der Laplace’sche Differentialausdruck 


. ee ly ag a ag 

ee AV oder a a. Dy — Aa? 

falls der Punkt (a, y,2) im Innern der Masse des Korpers liegt, nicht 
= 0, sondern = — 4xq sem,’ wo q den daselbst vorhandenen Werth der 


Dichtigkett vorstellt. 
Dieser Beweis wurde in den #’. Newmann’schen Vorlesungen im Jahre 1852 
oder 1853 mitgetheilt. Im Sommersemester 1859 hingegen wurde von 
I’, Neumann fiir den in Rede stehenden Satz ein strengerer Beweis gegeben. 
Dieser letztere ist im Wesentlichen derselbe, den man auch in Dirichlet’s 
Vorlesungen findet. Vgl. die Grwbe’sche Edition derselben, Leipzig bei 
Teubner 1867, pg. 18—28. 


Bul: 


Anwendung der Laplace’schen Differentialgleichung zur Berechnung 
des Potentials einer homogenen Kugel, 


Das Potential V einer homogenen Kugel auf den Punkt (a, y, 2) 
kann offenbar (wie nimlich aus der Symmetrie sich ergiebt) nur ab- 
hingen vom Centralabstande r dieses Punktes. Wir wollen nun zeigen, 
wie man diese Function 
(8.) V= V(r) 
auf Grund der Laplace’schen Differentialgleichung (1.) resp. (7.) wirklich 


zu bestimmen im Stande ist. Dabei wollen wir von den bereits friiher 
F. Neumann, Vorl, ib. das Potential. 2 
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(pg. 13, 14) tiber dieses PotentialjV erlangten Kenntnissen fiir den 
Augenblick véllig absehen. 
Nimmt man das Kugelcentrum O zum Anfangspunkt des Coor- 
dinatensystems, so ist offenbar 
or x 


(9.) P= tyt es mithinz Be 2 ==. 


OX y 
Da nun V lediglich von r-abhiingt, wihrend r seinerseits von @, y, 2 de- 


pendirt, so wird: 
OV dV or dV « 


Oe dr Oa dr rT 


pe: man diese Formel nochmals partiell nach x, so ergiebt 
sich, weil 2  (ebenso wie V selber) lediglich von r abhiingt: 


Cava aV or x dV (2 « ut) 
r 


On 6dr? Oar at dr r Ox 


also, falls man fiir ae seinen Werth (9.) einsetzt: 


OV a?V & a, dV e E) 
da? dr? \r Bh dr \r 78] ° 
Addirt man zu dieser Formel die analogen Formeln fiir va und 


CAE ergiebt sich es Riicksicht auf (9.): 


on? 
eV , OV a@V , dV 2 
AV= a ats oy? an 62 ar AF dr r? 
oder, was dasselbe ist: 
pia (02 ey 
(10.) AV=-3 vee ae 


Liegt nun der variable Punkt (a, y, 2) ausserhalb der Kugel, so ist 
nach (1.):,AV = 0, d.1. nach *(10.): 


A a= 


woraus. durch Integration folet: $y ==Voust,=="© vd: 
evens 
drag, wi 3 

Hieraus folgt durch nochmalige Integration 

au) eee) 


wo C und D noch unbekannte Constanten vorstellen. 

Fiir diusserst weit entfernte Punkte muss aber das Potential V von 
solcher Beschaffenheit sein, als wiire die ganze Masse der gegebenen 
Kugel in ihrem Schwerpunkt d. i. in ihrem Mittelpunkt vereinigt [vgl. 
pg. 10, 11]. Mit andern Worten: Die Formel (11.) muss fiir ein sehr grosses 
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y die Gestalt annehmen: ya" wo M die Masse der Kugel vor- 


stellt. Somit sieht man, dass C= —M und D = 0 sein muss. Sub- 
stituirt man diese Werthe von C, D in (11.), so ergiebt sich: 
(12.) —— 


was in Kinklang ist mit dem friiheren Resultate pg. 13. 
Liegt nun ferner der variable Punkt (a, y, 2) innerhalb der Kugel, 
so ist nach (7.): AV = — 4mq, d. i. nach (10.): 


a (,24V\ _ 2 
dr ( oe) = Ne 
wo q die constante Dichtigkeit der gegebenen Kugel vorstellt. Hieraus 


folet durch Integration: 


9 AV ne WY 4g 5 
(13.) 7 ie = paren ) Se 


Die Integrationsconstante C bestimmt sich einfach dadurch, dass man 
die Formel (13.) auf den speciellen Fall: » =O anwendet. Denn als- 
dann ergiebt sich: 0 = C— 0, d.i. C=O. Dies in (13.) substituirt, 
erhalt man: 

CA ee Ang 


= — 7 


dr 3 


und hieraus durch Integration: 
(14.) V=D—-1y. 


Die Constante D bestimmt sich durch Anwendung der Formel (14.) 
auf den speciellen Fall: y 0. Denn alsdann ergiebt sich: V) = D + 0, 
wo V, das Potential der Kugel auf ihren Mittelpunkt vorstellt. Man 
erhalt also D=JV,. Dies in (14.) substituirt, ergiebt sich: 


20 
(15.) VV er, 


Das dem Mittelpunkte entsprechende Potential V, lisst sich nun 
leicht durch directe Rechnung finden. Man erhilt: 


A mon | 
r?dr- sin #d0-d 2 5 
Vo = if fafa} sa; ae CP Inq A’, 
Gow © 


wo A den Radius der Kugel vorstellt. Somit geht die Formel (15.) 
schliesslich iiber in: 


(16.) V = 2nq A? — 274 ,2, 


? 


was in Hinklang steht mit unserm friihern Resultate pg. 14. 


Bemerkung. — In analoger Weise kann man die Laplace’sche Differential- 
gleichung z. B. auch benutzen zur Berechnung des Potentials einer von zwei 
concentrischen Kugelflachen begrenzten homogenen Kugelschaale. 

Q* 
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aes 
Transformation des Laplace’schen Differentialausdrucks auf 
Cylindercoordinaten. 


Zwischen den rechtwinkligen Coordinaten x, y, 2 und den Cylinder- 
coordinaten x, @, p finden die Relationen statt: 


ae 
(1.) Y = 0 COS @, 
2=osing. 
Hieraus folgt durch Differentiation: 
CDi ee 
(2.) dy = cos p-de— osng-dg, 
dz = sin g-de + 0 cos g- dg, 
mithin: 
(3.) ds? = da’? + dy? + d# =da? + do’? + o*dg’. 


Dabei bezeichnet ds das zwischen den Punkten (a, y, 2) und (# + dz, 
y + dy, 2-+ dz) liegende Linienelement. Ueberdies ergiebt sich durch 
Auflésung der beiden letzten der Gleichungen (2.) nach dg und dg: 


(4,) de=+cospm-dy+sng-dz, 


ody = — sn@m-dy + cos o- dz, 
und folglich: 
00 a a : 
(5) Brera By nie ae 9, 4, —T sing, 
ie Op 0 Og sin @ CM cos 
Gay ae IN SS ; =——-_ == . 
On oy Q z Q 


Es sei nun F = F(a, y, 2) ee ganz willkiirlich gegebene Function. 
Wir stellen uns die Aufgabe, in dem Ausdrucke 


: | OR pe OE 
(6.) AF = Cx? oe Oy? te OB 


statt x,y, 2 die Cylindercoordinaten x, 0, p einzufiihren. Wihrend also 
x beizubehalten ist, sollen y, 2 durch e, m ersetzt werden. 
Zuvorderst ergiebt sich: 


on _ oF be | OF d9 
Oy + de dy Op Oy? 
also mit Riicksicht auf (5.): 
(.) Fe = Fe 08 9 = rae : 
und ebenso: 
CE One OF cosp 
(6.) dz 00 sin p ++ Ope 
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Aus der Formel («.) ergiebt sich durch partielle Differentiation 
nach yf: 


ee ee ee 


dy* 0a Oy | Op dy?’ 
also nach (5.): 

er GC AD 2 

eagle 

cy CQ Op 


wo unter [| | die rechte Seite der Formel («.) zu verstehen ist. Substi- 
tuirt man aber fiir diesen Ausdruck [ ] seine eigentliche Bedeutung, so 
erhalt man: 


funy Cr er 5 OF ssn? Ono Ff sin? @ 
(a) 5 — FE cost + OE ae oi se _ 
cy Ce de @ cy* 9 
CF sing cos OF 2sing cos 
Ceo @ op Q” 


. 2 . . . , 
Und in analoger Weise ergiebt sich aus ((.): 


OMS. OF. OF cos? G*F" cos? 
ee eae Le 
Oz CQ gee ue a 
vi oF 2sing cos CF 2sin @ cos 
000g Q Cp Q” 


Durch Addition der beiden Formeln (@’.) und ('.) folgt nun sofort: 


= Fe 
Dies aber in (6.) substituirt, erhalt man: 
Or Cr 
(7.) A= C2? ae Go? 2% 
oder, was dasselbe ist: 
Or 1. @ OF ino 
(8.) A= Ox? a 0 6e (0 =) + e? Og 
Hiermit ist die Transformation von AF auf die Cylindercoordinaten 
x, 0, p ausgefiihrt, unsere Aufgabe also absolvirt. 


irs it afar de 
ae 2 


e@ de Q 


0) 
Transformation des Laplace’schen Differentialausdrucks auf die 
Polarcoordinaten. 
Zwischen den rechtwinkligen Coordinaten a, y, 2 und den Polar- 
coordinaten vr, %, p finden die Relationen statt: 
. L=P7cosv, 
(1.) y =r sin 9 cos g, 


Zg=rsnd sing, 
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woraus folgt: 
dx = cos #- dr —rsin d- dd, 
(2.) dy <= sin # cos p-dr + 7 cos 9 cos p: d# — r sin 6 sin y - dg, 
dz = sin? sing-dr+yrcos%sing-dt + 7 sin 9 cos p- dg. 
Demgemiiss ist: 
(3.) ds? = da + dy’ + dz? = (dr)? + (rd#) + (r sin Ody)’, 
wo ds das zwischen (a, y, 2) und (x7 + dz, y+ dy, 2-+ dz) legende 
Linienelement vorstellt. Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen (2.) 


durch Auflésung nach dr, dd, dg: 
dr = -+ cos ®-dx + sin cos p-dy + sin sin g: dz, 


(4.) rd == — sn 0-dx + cos o cos pm - dy + cos # sin p- dz, 
ry sin Ody = — sing: dy+ cos mp: dz, 
und folglich: 
a) or ; or : : 
aA = COS U, Cone ee Dy. Fy sin d sin g, 
= Oo sin oF cos cos@ ct cost sing 
(5.) On 7 a) oy rae r ? chan r ’ 
Ors OD een GS Oy __ cosp 
Cie 3 Cy ——“‘<iésrr sin DY? és = rsing 


Es sec nm F = F(a, y,2) ee ganz beliebig gegebene Function. 
Wir stellen uns die Aufgabe, den Ausdruck 
er Or Or 
(6.) . APs re} =f oy aye oa 
au transformiren auf die Polarcoordinaten r, 9, —. 
Zuvorderst ergiebt sich mit Riicksicht auf (5.): 
oF or OF sin 
(a) be = Gr 89+ Sy (— *) 40, 
und hieraus folgt durch abermalige Differentiation nach x, und wiederum 
mit Riicksicht auf (5.): 
or o[ ah sin 
Fat = py 08 9 + Ft (— BP) + 0, 


, 


wo unter [ | die rechte Seite der Formel (a.) zu verstehen ist. Lisst 
man aber fiir diesen Ausdruck [ ] seine eigentliche Bedeutung wirklich 
eintreten, so erhilt man: 
' Or  ) 0k 3 OF QAsin&cost e7F sin? & 
(@ ‘) Oar eore ©88 v Oro r i Oo? 7? a5 
OF sin? & OF 2sin & cos & 
hi Ope Mir. = ov 


2 
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Analoge Ausdriicke ergeben sich (was hier nicht weiter ausgefiihrt 
er ek 


7 


werden soll) fiir ByF und aaF Substituirt man alsdann aber all’ diese 
Ausdriicke in (6.), so ergiebt sich: 


5 0 (,0F ae ae a oF ih ge 
Pee se eee (sin ee 
7.) AF or \’ Or os sind oo \S0 2 ov ae sin? d dg? 


Das mittlere Glied der rechten Seite kann offenbar auch so geschrieben 


werden: 
é ae or ) 
(— sin #) 00 (sin ao (— sin 0) 0@/? 


oder, falls man cos # =, mithin (— siff)@9 = du setzt, auch so: 


: ((1 w”) ah 


Cw 
sodass also die Formel (7.) iibergeht in: 
2 é ( 2 ee 7) ( 2 oa 1 Or 
Q 2 pire nae 2 SESE su pee ess: 
(8.) ee ar or =r Ol (1 oy ) Ow t= p7 OG 


Durch diese Formeln (7.) und (8.) ist aber die Transformation des Aus- 
drucks AF auf die Polarcoordinaten r, #, p oder r, w, p vollendet. 
Dabei steht w fiir cos #. 

Bemerkung, — Die Gleichungen 
(or.) r= Const., &=Const., gy = Const. 


reprasentiren offenbar drei zu einander orthogonale Flachensysteme, d. i. 
drei Flachensysteme, durch welche der Raum in lauter unendlich kleine 
rechtwinklige Parallelepipeda zerlegt wird. 

Das erste dieser Flachensysteme besteht aus concentrischen Kugel- 
fldichen, deren Radius r von 0 bis oo varurt. 

Das gweite Flichensystem besteht aus Rotationskegeln, deren ge- 
meinschaftliche geometrische Axe die x-Axe des Coordinatensystems ist 
[vg]. (1.)], und deren Parameter & von 0° bis 180° variirt. Man hat 
dabei also zu unterscheiden zwischen der durch # =e und der durch 
& = 180° — ¢ dargestellten Kegelfliche, von denen die eine das Spiegel- 
bild der andern ist in Bezug auf die Aequatorialebene, d. i. in Bezug 
auf die yz-Ebene. 

Das dritte Flachensystem endlich besteht aus den durch die x-Axe 
gelegten Meridianebenen, deren Azimuth g von 0° bis 360° variirt. 
Man hat dabei also jede einzelne Meridianebene als eine Halbebene 
aufzufassen, die auf der einen Seite von der w-Axe begrenat ist. 

Will man alle Punkte einer um den Anfangspunkt beschriebenen 
Kugelfliche erhalten, so hat man den Variablen ® und die Spiel- 
raume anzuweisen: 
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Pies OP bed BO 


(B.) 


p= Ons 380°. 
Zweite Bemerkung. — Irgendwo im Raume mag ein Punkt p 


markirt werden mit den Coordinaten r, #, gy. Und in unmittelbarer 
Nihe dieses Punktes 


(y.) PV; d, Pp) 
modgen drei andere Punkte p,, p9, py markirt werden, deren Coordi- 
naten folgende sein sollen: 


(0.) pr + dr, 3, ~); Ps (7, a+ dd, ~); Dy’, o,p + dg). 
Gleichzeitig mégen die von p nach p,, ps9, py laufenden Linienelemente 
respective mit ds,, dss, ds» bezeichnet sein. Diese drei Linienelemente 


(e.) ds, = (ppr), dso =(pps),  d8y = (pp), 
welche offenbar im Punkte p gegen eimander senkrecht stehen, besitzen 
alsdann [nach (3.) pg. 22] die Werthe: 
(€.) ds, =dr, dss=rd?, dsyg=—rsinddg. 
Und zwar reprisentiren diese Ausdriicke die absoluten (d. i. die posi- 
tiven) Lingen dieser drei Linienelemente, falls man nur voraussetzt, 
dass dr, d#® und dg positiv sind. Denn ry und ry sin & sind e€0 ipso 
unter allen Umstinden positiv, weil #® zwischen 0° und 180° bleibt. 
Ks sei nun V das Potential eines beliebig gegebenen Massensystems 
in Bezug auf den Punkt p(7, ,q). Bezeichnet man alsdann die von 
diesem Massensysteme auf den Punkt p(v, 9, p) ausgeiibte beschleunigende 
Kraft*) mit R, so sind die den Richtungen ds,, dss, dsp entsprechen- 
den Componenten dieser Kraft R sofort angebbar auf Grund der all- 
gemeinen Formel (15.) pg. 5. Man erhilt niamlich: 


R cos (Rf, ds,) = — a ; 
> > 7 aV 

(7.) RB cos (R, dss) = — f=— , 
adsg 

R cos (R, dsy) = — f ce ' 
ds. 


Die in diesen Formeln enthaltenen drei Ziihler dV haben offenbar 
verschiedene Bedeutungen. Das dV in der ersten Formel (7.) repriisen- 
tirt z. B. den dem Linienelement ds, entsprechenden Zuwachs, d. i. die 
Differenz derjenigen Werthe, welche V in p und p, besitzt, und hat 
also [nach (y.), (0.)] den Werth: 


*) Unter der auf einen Punkt p ausgetibten beschleunigenden Kraft ist be- 
kanntlich diejenige zu verstehen, welche auf denselben ausgetibt wird, falls man 
ihn auffasst als einen materiellen Punkt von der Masse Hins. 
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aV= Vor a dr, a, QP) hey Lr: 9, 7) im a or 


Ferner reprasentirt das dV in der zwetten Formel (y.) den dem Linien- 
elemente ds  entsprechenden Zuwachs, und hat daher den Werth: 

dV = V(r, + d8, 9) —V0r, 9, ») = © ae. 
Endlich findet man fiir das in der dritten Formel (y.) enthaltene dV 
den Werth: 


dV = V(r, 3, p + dp) — V(r, 4, p) = i dg. 
Substituirt man aber diese Werthe der dV2s in den drei Formeln (7.), 


und substituirt man daselbst gleichzeitig fiir ds,, ds9, dsy die Werthe 
(€.), so erhalt man: 


R cos (Rf, ds,) = — (Fe 
OV 
(®.) oP 
> i eae , 1 oV 
R cos (hi, dsy) = — f Tae 


Setzt man schliesslich [ebenso wie beim Uebergange von (7.) zu 
(8.), pg. 23] cos # =u, so kann man diese Componenten auch so 


schreiben: 


R cos (R, ds,) = — & ? 
(x.) Li cos (Rh, eet ae 
> i : Ee 
Fi cos (fi, dsq) E- er ayn ere 


Von diesen Formeln soll spiiter Gebrauch gemacht werden in der 
Theorie des Erdmagnetismus (d. i. im sechsten Capitel dieses Werkes). 

Dritte Bemerkung. — Die drei in (€) genannten Linienelemente 
ds,, ds9, ds, gehen vom Punkte (7, #, y) aus, und stehen daselbst 
(wie schon bemerkt wurde) auf einander senkrecht. Und zwar repria- 
sentirt ds, die Normale der durch den Punkt (7, #, my) gehenden Kugel- 
flache, wihrend dss und ds, auf dieser Kugelflache legen. Das durch 
dss und dso bestimmte unendlich kleine Rechteck kann daher angesehen 
werden als ein Element der Kugelfldche. Bezeichnet man dieses Eldchen- 
element mit do, so ergiebt sich [vgl. (€)]: 
(g.) do =ds9dsy =r" sin Hdddq. 

Versteht man also unter /’= F'(6, gp) eine beliebig gegebene 
Function, und soll das tiber alle Elemente do der Kugelflache aus- 
gedehnte Integral 
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(6.) J= { { Fdo 


berechnet werden, so kann man fitr do den Werth (@.) einsetzen, und 
erhalt in solcher Weise: 


nm 2H 

(6,.) J=r f { Fsin dédg. 
0 0 
Hieraus folgt, falls man cos ® = w setzt: 
+1 2n 

(6,.) J=r f f Fdudg. 

—1 0 
Man kann somit das Flichenelement do der Kugelfliche, wie aus (6.), 
(6,.), (6.) ersichtlich ist, nach Belieben th 
(@) =rsinddtdg, oder auch =—r*dudp 


setzen. Im erstern Fall ist alsdann von ® =O bis 4 =z, im letztern 
von w=—1 bis w=-+ 1 zu integriren, wihrend die Grenzen fiir 
gy bestindig durch 0 und 22 dargestellt sein werden. 


Zweites Capitel.*) 


Ly 


Ueber diejenigen speciellen Kugelfunetionen, welche nur von 
einem Argument abhiingen. 


Das Potential emes homogenen Kérpers auf einen variabeln Punkt 
(x, y, 2) hat den Werth: 


di 2 
Kad hee [vgl. pg. 6]. 
Die wirkliche Berechnung dieses Integrals ist in vielen Fallen dadurch 
ausfiihrbar, dafs man den unter dem Integralzeichen befindlichen Aus- 
druck = in eine geeignete Reihe entwickelt. 


Wenn wir nun auf dit fiir diesen Zweck geeigneten Reihen- 
entwicklungen niher eingehen wollen, so werden wir dabei namentlich 
die Laplace’sche Entwicklung und die mit dieser zusammenhingende 
Theorie der Kugelfunctionen in Betracht zu ziehen haben. 


§ 1. 
Hinfiihrung der Kugelfunction P,(w). 


Es seien zwei Punkte gegeben: 


x=rcost, ae 
(1.) y¥=rsin d cos, (? =(, 
. 2=rsin? sing, 4,=0, 


also zwei Punkte, von denen der erste (x, y, 2) variabel sein soll, 
wihrend der zweite (#,, y,, 2,) auf der v-Axe im Abstand 1 vom 
Anfangspunkte eine viéllig feste Lage besitzt. Wir bezeichnen die 


*) Dieses Capitel ist vom Herausgeber eingeschaltet worden, theils um dem 
Anfanger den Eingang in die Theorie der Kugelfunctionen ein wenig zu erleich- 
tern, theils aber auch, um im Verlauf der folgenden Capitel stérenden Unter- 
brechungen yorzubeugen. 
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gegenseitige Entfernung der beiden Punkte mit /, und stellen uns 


die Aufgabe, den Quotient2n —- in eme convergente Reihe zw entwickeln. 


vo} 
Offenbar ist: LH? = 1 — 2r cos # + 7’, mithin: 
Me 1 1 
os a 
( ) i V1 — 27 cos & 4 7? 
oder, was dasselbe: 
(3) 1S Sa ee ee 


V1 ere 
Setzt man nun voraus, dass r <1 sei, so ergeben sich mittelst des 
Binomischen Satzes die convergenten Hntwickelungen: 
Se ky a ky ret + ke yp? ert F — kz pi eit a tee 
V1 — re” 
(4.) ; : aan ipsies 
Vis ————— - == Key + k, ye—td -- bT eee 4. kyr ede oa Se, 
1—re 


wo die k’s folgende Zahlen vorstellen: 


1 Le 1 ee Le) 
Oo. hipaa’ hy he = es ls gee en Ce, 


und wo also allgemein k, die Bedeutung hat*): 


TT (272) 
Ha. i, ==> —- 
( ay 2°" 11? () 


Substituirt man aber diese Entwicklungen (4.) in der Formel (3.), so 


erhalt man fiir = eine convergente Reihe von folgender Gestalt: 


(6) p= R+rP +P RFP +e Rte, 


wo die P’s die Bedeutungen haben: 


P, =k’, 
P, = 2k, k, cos 3, 
(7.) Py = 2kyk, cos 20 + k,?, 


P, = 2kyk, cos 3% + 2k, hk, cos F, 
P, = 2k k, cos 40 + 2h k, cos 20 + k,”, 
etc. etc. ete. 


Um das Gesetz dieser Ausdriicke (7.) noch deutlicher hervortreten zu 


*) In (5a.) bezeichnet TT() die Gauss’sche Function, also diejenige Function, 
welche definirt ist durch die Formeln: 


T(0) = 1, TA) =1, T(2)=—1.2, (8) =—1.2.3, ete. etc, 
allgemein: TT(m) = 1.2.3.4...n. 
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lassen, sei bemerkt, dass der Werth von P, auch so geschrieben 
werden kann: 
(8.) Py=kykycos 4 + hk; cos 29+ kyh, + kyk, cos 2% + hk, cos 49, 
und dass demgemiiss der Werth von P, foloendermassen lauten wird: 
(9.) Ph = hykp cos n® + k,k,_1 cos (n — 2) + hy ky, cos (n — 4) 0 
-+ kh, ky cos nd. 
Diese P’s sind die von Legendre und Laplace eingefiihrten Func- 
tionen. Sie repriisentiren die einfachste Gattung der Kugelfunctionen, 
zugleich aber auch diejenige Gattung, aus swelcher alle tibrigen Kugel- 
funetionen sich in einfacher Art ableiten lassen; wie solches im wei- 
teren Verlauf dieser Vorlesungen sich deutlich haere wird. 
Als Argument der Function P,, kann man nach Belieben entweder 
® selber, oder auch cos ® ansehen. Gewohnlich thut man letzteres, 
und bezeichnet demgemiifs diese Function mit 


P(eoaa) ‘oder, P(t), 
wo w als Abbreviatur dienen soll fiir cos #, [ebenso wie schon friiher 


pg. 23]. Fiihrt man nun in (7.) statt 0 iiberall dieses w = cos @ ein, 
so erhalt man: 


Py = Py(u) = hy”, 
Pi = Pi(u) = 2h kyu, 
P, = P,(u) = 2hyk,(2u? — 1) + k,?, 
Ps = P,(u) = 2kyks (Au? — 3) + 2h hau, 
ete. etc. etc., 
oder, falls man gleichzeitig fiir die k’s ihre Werthe (5.) substituirt: 
P= Pu) =1, 
Fy == Eh) = 7 
(10.) P, = P,(u) => — 


Ps = P3(u) = Le 


P,= Pw) = Fu — ets 
etc. etc. etc. 


Das Gesetz der hier auftretenden Zahlencoefficienten ist einstweilen 
schwer zu tibersehen. Wir werden dasselbe spater durch Betrach- 
tungen anderer Art mit ziemlicher Leichtigkeit finden. Doch erkennt 
man bereits, dass die allgemeine Function P,(u) die Gestalt besitzen 
wird: 
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(11.) P, Ane P; (w) —_ Api + Birr + Cs wie + iD; (ere ants +- Dye, 
wo der Exponent 2 = 0 oder = 1 ist, je nachdem m gerade oder un- 
gerade, und wo An, Ba, Cr, Dn, ... Ln constante Coefficienten vor- 
stellen. 

Uebrigens ist von diesen Coefficienten wenigstens der erste — 
nimlich A, — seinem allgemeinen Gesetz nach leicht angebbar. Be- 
achtet man niimlich, dass cos n@, cos(” — 2), cos (n — 4), etc. nach 
Potenzen von « = cos ® in folgender Weise entwickelbar sind: 


2 cos no = 2 + Wu"? + Bur—*+ C w"-& + ---, 
(f.) 2cos(n— 2) = Qn—2yn—2 4 Y'yr—4 4 Bi wr—-F 4.--, 
2 cos (n — 4) = Qn—tyn—4 1 Of yn—6 +... , 


etc. etc. etc., 


wo WU, B, G, ete, W, B, V, etc, UW’, B", C’, etc. Constanten vor- 
stellen, auf deren Werthe es nicht weiter ankommt, und substituirt 
man diese Ausdriicke (f.) in (9.), so erhalt man: 


(g-) Ba = Kighn Qu” +f Kyr—* + Lum—* + Mn se, 
wo &, &, Mt, ete. Constanten vorstellen. Vergleicht man aber diese 
Formel (g.) mit (11.), so folgt sofort: 
A, = kyk,2", 
oder, falls man fiir ky, k, ihre Werthe aus (5.), (5a.) substituirt: 


(12.) Y pe, IC 
2” TT? (n) 
Mieraus ergiebt sich z. B. [vgl. die Note pg. 28]: 


1 1.3 1.3.5 
(12a.) A, =1, BS Ae A, = 1.2? Are ae etc.; 


was in Kinklang ist mit den Formeln (10.). 

Die Formel (11.) enthilt den Satz, dass die Function P,,(w) eine 
ganze rationale Function von w vom nn Grade ist, und dass diese 
Function gerade oder ungerade sein wird, je nachdem der Index n 
eme gerade oder ungerade Zahl vorstellt. Fiir ein gerades n ist daher 


(a.) P,(— «) = Pau), 
und fiir ein ungerades m: 
(B.) P, (— «) = — P, (wu). 


Diese beiden Formeln (o.) und (6.) kénnen aber sofort zusammen- 
gefasst werden in folgende allgemein giiltige Formel: 


(13.) Lo w= (— 1) Pw); 
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woraus z. B. durch jmalige Differentiation nach w sich ergiebt: 
(13a) PLO(— w) = (— 1) HPO). 

Dabei ist unter P,% (w) der j* Differentialquotient von P,,(w) nach u 
zu verstehen. 

Um schliesslich die Function P,(w) in einfacher Weise definiren 
zu kénnen, haben wir zuriickzublicken auf ihre Hntstehungsweise, 
namentlich auf die Formeln (2.) und (6.). Dureh Combination dieser 
beiden Formeln ergibt sich niimlich, falls man cos ® = w setzt: 

(4) = Seas = SP, =D" P.(w), 6 <D; 
sodass man sich also folgendermassen ausdriicken kann: 

Der Quotient 
(15.) pA et 

Vi—2ru+r? 
ist, falls man r positiv und <1 voraussetzt, entwickelbar nach steigenden 
Potenzen von r. Bezerchnet man in dieser Entwicklung den Coefficienten 
won 7 mit Py, (uw), die Entwicklung selber also mit: 
2 1 x s 
(16, SS Oar 
so sind in solcher Weise die Functionen P,(w) vollkommen definirt. Diese 
P,,(u) aber sind nichts Anderes als die von Legendre und Laplace eim- 
gefiihrten Kugelfunctionen. 


§ 2. 
Sich anschliessende Bemerkungen. 


Erste Bemerkung. — Fiir sehr kleine Werthe von r ist der Aus- 
druck (15.) ohne Zweifel nach dem Binomischen Satze entwickelbar: 


ag CR Or ey 


Andrerseits aber ist nach (16.): 
8) aaa — PW FORM + PRO +P RO + 


1—2ru+r 
Demgemiss miissen in den beiden Entwicklungen (@.) und (8.) die 
Coefficienten von 7°, r1, 77, 7°, ete. einzeln einander gleich sein. Und 


man findet daher: 
Fy (w) a ic 


(7.) P,(u) = 4, 
Pu) =Sw—s, 


etc. ete. 
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Kurz, man gelangt in solcher Weise zu denselben Formeln, die be- 
reits friiher, in (10.), auf anderem (und miihsamerem) Wege ge- 
funden sind. 

Zweite Bemerkung. — Fiir r <1 ergiebt sich mittelst des Bino- 
mischen Satzes: 


6) gp attr tr tet te, O<d), 
Gleichzeitig aber folet aus (16.) fiir w = 1: 


@) 2p HP PO + 7PM) + PP) + 8B (1) +o 


i =e 
In diesen beiden Entwicklungen (6.) und («.) miissen die Coefficienten 
von r°, v1, 7?, ... einzeln einander gleich sein. Somit folgt: 
Piel, Pare Bi) —1) ee. 
alleemein: 
(€.) J Ai ee hs 
Und hieraus ergiebt sich mittelst der Formel (13.) sofort: 
(1-) 42 A Geo mh 
Dritte Bemerkung. — Nach (7.) ist: 
(x.) P, (cos #) = 2k, k, cos 49 + 2k, k, cos 2% + k,?. 
Die rechte Seite dieser Formel wird aber, weil alle z’s positiv sind 
[vgl. (5.)], vergréssert werden, falls man simmtliche Cosinus durch 1 


ersetzt, und verkleinert werden, falls man alle Cosinus durch — 1 er- 
setzt. Demgemiiss gilt fiir jedwedes & die Formel: 


— 2hok, — 2k, k, + ky? < P, (cos &) < 2k ky + Qh, ky + k,?. 
Die Ungleichheit links wird nunmehr noch weiter verstirkt werden, 
wenn man daselbst #,” durch — hk,’ ersetzt. Man erhalt also: 
(A.) — (Qhohy + Qhy kis + ky”) < Py (cos #) < + (2hyk,y + 2k, hy + k,°). 

Setzt man aber in (x.) das Argument # = 0, so erhilt man mit 
Riicksicht auf (€.): 

1 = 2h,k, + 2h, ky + k,”; 

wodurch die Hormel (A.) die Gestalt gewinnt: 
(uw) —1< P,(cos 8) <4 1. 

In analoger Weise wird sich offenbar die allgemeine Formel er- 
geben: 
(v.) —1<P,(cos 9) < +1; 


so dass man also zu folgendem Satz gelangt: 
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Der Werth der Function P,,(cos ©) liegt stets zwischen —1 und 
+ 1, welchen reellen Werth man dem Winkel ® auch beilegen mag. Oder 
etwas anders ausgedriickt: Der Werth der Function P,,(w) liegt stets 
zwischen —1 und + 1, so lange das Argument wu reell ist, und zwischen 
den Grenzen — 1 und + 1 eingeschlossen bleibt. 


§ 3. 
Die Differentialgleichung der Function P, (w). 


Betrachtet man wieder die beiden Punkte (pg. 27): 


(x =recosd, sea 
(1.) ly =rsin $ cos g, ye 0, 
? =rsin? sin g, 2,=0, 


und denkt man sich iiberdies im Punkte (#,, y,, 2,) eine gegebene 
Masse m, concentrirt, so wird das Potential dieser Masse auf den 
Punkt (a, y, 2) den Werth haben: 


m 
(2.) v= som ? 


wo F den gegenseitigen Abstand der beiden Punkte bezeichnet. Dieses 
Potential entspricht der asus ia Wah atin [pg. 9]: 


AV = 0, . oder a Ln Sat E giass je 


d. i. der Gleichung (vgl. pg. 23): 
Q 9 OV 7) oe OE 1 O2V 
2 (02) 4 2 (4 a) 41 PT m0 


Cu Ou oe" 
Hieraus folet, falls man fiir V den Werth (2.) einsetzt: 


1 1 1 
0 a= eo = 
é aie 1 Zoe 
2(, wee (a ") pees ae 


oder, falls man fii 


1 ioe) 
E See ” Bn (w) 


substituirt: 


ao 


(3) Sr [rot yRwtZ(a—w Ae) =o. 


r= 


Bei all?’ unsern Betrachtungen ist iiber die Variablen 7 und w keinerlei 
Voraussetzung gemacht, ausser der, dass y <1 sein soll. Demgemiiss 


wird also z. B. auch die Formel (3.) giiltig sein fiir jedwedes r, falls 
- BF, Neumann, Vorl. tib, das Potential. 3 
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nur dasselbe <1 ist. Hieraus folet, dass in dieser Formel die Coef- 
ficienten der einzelnen Potenzen von 7 einzeln =O sein miissen; sodass 
man also erhiilt: 
"a P(e) 
(4. n(n + 1) Paw) + (cA a) ae ey 
Dies ist die Differentialgleichung der K: ee P,,(w), oder genauer 
ausgedriickt: diejenige Differentialglecchung zweiter Ordnung, der die Fune- 
tion P,,(u) Geniige leistet. 
Mittelst dieser Differentialgleichung (4.) wollen wir jetzt die in 
der Formel (11.) pg. 30 
(5.) P, (u) = Anu" + Bywr-* + O,ur-* e+ Lae 
enthaltenen Constanten A,, B,, C,,--: L, zu berechnen versuchen. 
Substituiren wir den Werth (5) in jener Gleichung (4.), so er- 
halten wir: 
A, [0 als n(n — 1)u"—*] 
+ 8, (22n— Le + i — 2in— 3a) 
+ 0,[4(2n — 3)u"—4 + (n — 4)(m — 5)u—9] } = 9. 
+ D,[6(2n — 5)u'—* + (n — 6)(n — Tur] 
Da diese Gleichung stattfinden soll fiir beliebige Werthe der Variablen 
uw, so miissen die Coefficienten der einzelnen Potenzen von u eimzeln 
= 0 sein. Demgemiiss ergiebt sich: 
n(n — 1) 


fea age Ct 
y _ M— 2)(nm — 3) 
Oy aera teary a 
secheee (Ot) Ob nD): 
D, = —6(2n — 5) Cn» 


ete. ete. ete. 


Da nun A, bereits bekannt ist (pg. 30): 


so kénnen wir aus den Formeln (6.) successive B,, C,, Da,... berechnen. 
Substituiren wir sodann diese Werthe der Constanten A,, B,, C,, Dn, ... 
in die Formel (5.), so erhalten wir schliesslich: 
TT (2 n(n — 1 n(n — 1) (n — 2)(n— 8 
(1) Pal) = sees | en es a eee Sa 
ae n(n— 1)(n— 2)(m— 8) (nm — 4) (n— urs 
2.4. Ga ie Des ae ae 
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Das Schlussglied dieser Reihe anzugeben, ist nicht erforderlich. Denn 
wir erkennen sofort, dass die Reihe von selber abbricht, und dass ihr 
letztes Glied mit w° oder w' behaftet sein wird, je nachdem die Zahl 
nm gerade oder ungerade ist. 


§ 4. 


Weitere Betrachtungen tiber die Differentialgleichung der 
Funetion P,,(«). 


Bezeichnet man zur Abkiirzung die Function P,,(w) mit /, und die 
Ableitungen dieser Function mittelst beigefiigter Accente: 


8) f=), F—Bhw), (=P), .-. (9 = PO), 
so gilt nach (4.) fiir f folgende some 


nn +Uf+ a, “(1 — wf’) =0 


eine Gleichung, die man auch so schreiben kann: 


(9a.) n(n + 1)f —2uf’ + (1 — wf’ = 0. 
Hieraus folgt durch wiederholte Differentiation nach w: 
(9b) (n —1)( + 2)f" — 4uf” + (1— wf” =0 
(9c, (n — 2)(n + 3)f"— Guf”"+ (1— wh f”"—= 0 


etc. etc. etc., 
mithin allgemein: 


85) @ =D +G+ NSP = C5 + 2usse” + (1 — wh — 

Offenbar ist nun die Function 

F=f = P,(p), 
ebenso wie P,,(w) selber, eine ganze rationale Function von w. Mit 
Bezug auf (9j.) gelangt man daher zu folgendem Satz: 

Erster Satz. — Die Function F' = P,,°(w) ist eime ganze ratio- 
nale Function von w, und hat zugleich dre Exgenschaft, der Differential- 
gleichung: 

0) (@—)w+j+DF—@ji +20 +0-e) 
Geniige zu leisten. 

Wir wollen gegenwartig untersuchen, ob ausser dieser Function 
F'= P,,(w) noch irgend eine andere ganze rationale Function & = ® (w) 
existiren kann, die der Gleichung (10.) ebenfalls Geniige leistet. 

Existirte eine derartige Function, so wiirde also 


(1) @—N@+i+ YO- Aj +20 5° +1 w) Fe =0 


jis 


a EE oe 
dus 
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sein. Multiplicirt man nun die Gleichungen (10.) und (11.) respective 


mit ® und — Ff’, und addirt, so ergiebt sich: 
ae dF 4,d dai Wag She aa 
— (2) + 2)u (@ aoe oe a) a Ba? 2 rs 5 ( rpeseion a) = 
oder, falls man 
C al 7 AD i ee ae 
(12.) oy oe er fiir den Augenblick = Q 
setzt: 


27+ 1)e2—1—4) 2, 
oder, was dasselbe ist: ’ 
1 dX r J 
T de cia) dee 
Hieraus folgt durch Integration 
log Q = — (j + 1) log (1 — uw*) + log C, 


oder, was dasselbe ist: 
Cc 


(aan ae ae 


wo C eine Integrationsconstante vorstellt. Die letzte Formel nimmt, 
falls man fiir Q seine eigentliche Bedeutung (12.) substituirt, die Ge- 
stalt an: 


(13.) o dF ; dd C 


dw dw “sia: ais w2ptt 


Nun sollte aber ©, ebenso wie F, eine vanze rationale Function von 
w sein, wihrend 7 eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... vorstellt. Die Glei- 
chung (13.) fiihrt daher mit Nothwendigkeit zu dem Resultat, dass die 
Constante C = 0 ist. Solches erkannt, nimmt jene Gleichung die Ge- 
stalt an: 


d. i. die Gestalt: 


Hieraus folet durch Integration 
log ® = log F + log D, 
dei. 
(14.) o= DF, 
wo D eine neue Integrationsconstante reprisentirt. 

Unsere Annahme, es existire ausser /’ noch eine andere ganze 
rationale Function ®, welche ebenfalls der Differentialgleichung (10.) 
Gentige leistet, fiihrt also mit Nothwendigkeit zur Formel (14.), d. i. 
zu dem Resultate, dass diese neue Function © von der urspriinglichen 
F nur durch einen constanten Factor verschieden sein kann. — Dem- 
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gemass konnen wir den vorhergehenden Satz (10.) foleendermassen 
vervollstindigen: 

Zweiter Satz. — Soll irgend eine ganze rationale Function von 
u der Differentialgleichung 
(15) @—NM+i+DF—Qj+ 2a 5 + —w) 5 =0 


Geniige leisten, so kann dieselbe von der Function P,)(w) nur durch 
emen constanten Factor verschieden sein*), 

Bemerkung. — Die soeben in (9a., b., ¢.,..) erhaltenen Gleichungen 
lauten: 


n(n + 1)f — 2uf’ + (1 ww)" =0, 


16) (w= Newt 2)F = dur" + =P =, 
(m — 2)(0 + 8)f"— buf" + A — pf) f"= 0, 
etc. ete. 


Substituirt man hier fiir f, f’, f”, ... ihre eigentlichen Bedeutungen 
(8.), und setzt man gleichzeitig w = 1, so erhilt man: 


WF) Ph) SPs (Lye; 


(17.) (n —1)\(~+ 2)P,01) — 4P/Q) =0, 
(n — 2)(n + 3) P, (1) — 6B," (1) = 0, 
ete. ete. 
Nun ist aber P,(1) = 1 [vel-pg. 32]. Somit ergiebt sich aus (17. 
( Sheps 5 
P,(1) = 1, 
‘ 1 
Pay = ee 
(18.) P (n —“1)n(m + 1)(n + 2) 
if, (1) a Q. 4 , 
ye (n — 2)(m — eee + 1m + 2)(m + ue 
F, y= 146 
etc. toe 


mithin allgemein: 
29.) P, AA) = 
oder, was dasselbe ist: 


oy — 1 He+s 
(20.) OE aa aad 


wo TI die Gauss’sche Function vorstellt. Hieraus ergiebt sich, durch 
Anwendung der Formel (13a.) pg. 31: 
eee SED) 


Deni = & teu 
(20a.) P,, (= 1) = (— 1) a =e, 


*) Dieser vom Herausgeber aufgestellte Satz, welcher an und fiir sich keine be- 
sondere Bedeutung in Anspruch nimmt, wird spiiter im vierten Capitel, bei der Ent- 
wicklung yon P, (cos y), wesentlich beitragen zur Vereinfachung und Abktirzung. 


eae a ae) Je) 8) 
Q-4-6-+--29 ? 
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§ 5. 


Darstellung der Function P, (uw) durch bestimmte Integrale. 


Bezeichnet man bei einer gegebenen Ellipse 
od y? 
Eee a a 
den dem Punkte (#, y) entsprechenden Kadiusvector mit 7, und sein 
Azimuth gegen die x-Axe mit g, so ist offenbar x =yrcosg und 
y=rsing. Substituirt man aber diese Werthe von x, y in die vor- 
stehende Gleichung, so ergiebt sich: 


i cos? wp sin? @ 


ol a? b? 
Denkt man sich nun den Flicheninhalt /’ der Ellipse durch die von 
ihrem Mittelpunkte auslaufenden Radiivectores in lauter unendlich 
schmale Sectoren zerlegt, so ist der Flicheninhalt eines solchen Sec- 


2 
tors = ay Demgemiss erhalt man fiir den Flicheninhalt F' der 


ganzen Kllipse die Formel: 


7 7 
o 0 
F dp 1 de 
i ie cos” p sin® @ 
er ad aes 
e © a ) 
0 


Bekanntlich ist aber J’ aba. Dies in die letzte Formel substituirt, 


bo 


giebt: 
& 
Gb ae if Gas 
. mi te Uae Sees 
e a a; b* 
0 
1 1 " 
oder, falls man 9, = A und jr = B setzt: 
7 
. 
pollen aeagne dy 
(as) VAB = oa A cos’ g + B sin?» 


Setzt man nun hier: 
A=1—reé? und B= 1 —ye3, 


so erhalt man: 


pas 
Ly ae ee f dy 
Vi — 27 cos #4 7? ue oy NE re *) cos? p Li Cee re—**) sin? gp ’ 
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oder, was dasselbe ist: 

na 

= 
(2.) ers ef 2 7 dg 
5 V1—2rcos #4 7? ae se A 


wo f die Bedeutung hat: 
(3.) f = e° cos” y + e~'9 sin? m = cos # + ¢ sin 9 cos 2. 
Demgemiss ist z. B.: 
(4.) mod f = Veos’ & + sin? # cos? 29 = V1 — (sin & sin 2q)’, 
und folglich a 
(5.) modf  stets < 1. 

Setzt man nun wie friiher voraus, dass r <1 ist, so kann [mit 
Riicksicht auf (5.)} der in (2.) unter dem Integralzeichen stehende 
Ausdruck in eine convergente, nach Potenzen von + fortschreitende 


Reihe entwickelt werden: 
1 


sary ce a Cary oN Nicks =A Sih wala 


wodurch die Formel (2.) iibergeht in: 


2 


i tl ee { a 
=—,— “N yh ” . 
(6.) Vi—2recs@fri 0 me ied i gp 


Diese Reihenentwicklung der reciproken Wurzelgrésse schreitet, 
ebenso wie die in (16.) pg. 31 angegebene, fort nach den Potenzen der 
Variablen 7. Demgemiss miissen in beiden Entwicklungen die Coef- 
ficienten der einzelnen Potenzen von 7 emzeln einander gleich sein. 
Man erhialt also: 


(7.) P,(«) = P, (cos #) = = f frdg, 


0 
oder, falls man fiir f seine eigentliche Bedeutung (3.) eintreten lisst: 


4 
2 


P,, (cos #) = = if (cos # + 7 sin 9 cos 2g)"dy, 
oder, falls man fiir g eine neue Integrationsvariable y = 29 einfiihrt: 
(8.) P,, (cos #) = = fee o + isin # cos p)"dy. 
0 
Dies ist eine schon von Laplace gegebene Formel”). 


*) Laplace: Méc. cél. Tome 5, Livre 11, Chap. 2, Nro. 3, form. (f). 
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Bemerkung. — Aus (7.) folgt sofort: 
7 


2 
9 
P (cos Se ra! 
mod P, (cos #) = ih (mod f)" dg, 


also mit Riicksicht auf (5.): 


ri 
2 
2 
mod Pe (cos 0) < = J ao = 


Nun ist (da wir # stets als recll voraussetzen) P,(cos #) eine reelle 
Grésse, mithin der Modul dieser Grisse identisch mit ihrem absoluten 
Werthe. Die letzte Formel kann daher so geschrieben werden: 

abs P, (cos #) <1; 


was in Kinklang steht mit unsern friihern Ergebnissen [ygl. pg. 33]. 

Man kann die in diesem Paragraph angestellte Untersuchung ein 
wenig verallgemeinern, indem man in der Formel (1.): 
9 ) : dg 

: ae = 2 tore + Pity 
fiir A und 6 folgende Werthe substituirt: 
A= e*(1— ret?) und Be" — ve), 

wo A eine new hingutretende, ganz willkiirliche Grosse vorstellen soll. 
Die Formel (9.) geht alsdann iiber in: 


2 


1 Wg 5 f dp 
V1i—2r cos#+r? a e*(1— re’®) cos? p +e (1— re—'*) sin?» ; 


wotiir man auch schreiben kann: 


Ls 


1 2 
10. 34 Se es eed = “ 
oY Vi—2rcos@-+ r? xd Yoel (ii 


wo f, g alsdann die Bedeutungen haben: 
. = e(F+4 eos? p -- e—*(9-+4) gin? yp 
g=ecos*p +e’ — sin? 

d. i. die Bedeutungen: 

(11) f = cos (® + 24) + isin (8 + A) cos 2g, 
g =cosd + 7¢sind cos 2g. 


Kntwickelt man jetzt die rechte Seite von (10.) nach Potenzen von r 
so ergiebt sich: 


i 2 
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und hieraus durch Vergleichung mit der Formel (16.) pg. 31: 


fof (w) == PB. (cos d) = = ie 4 
v) 
0 
oder, falls man fiir /, g ihre Bedeutungen (11.) eintreten lisst, und 


gleichzeitig 29 = w setzt: 


12. Hi fete Oe pn ee : 
( ) p. (cos a) = 3) [cos fl JE i sin 2 cos ptt 
0 


Setzt man hier das willkiirlich zu wiéhlende A= 0, so gelangt 
man zuriick zur Laplace’schen Formel (8.). Setzt man hingegen dieses 


A= — %, so erhalt man folgende newe Formel: 
ma 

Ps it dw 

13. P,, (cos 0) = — ——---— 
oe ( ) al & — i sind cos pt! 
Vertauscht man endlich in dieser # mit — ®, so ergiebt sich: 

Lei dw 

14.) P,(cos #) = — { ——_— —--=— - 

te) ( ) nf (cos # + i sin @ cos py)" +1 


Setzt man die beiden in (8.) und (14.) fiir P,(cos ®) gefundenen Aus- 
driicke einander gleich, so erhilt man eine im Wesentlichen schon von 
Euler gegebene Formel*). °* 


Die Expositionen dieses Paragraphs entbehren in mancher Hinsicht der 
hinreichenden Strenge. So z. B. ist auf pg. 38 beim Uebergange von (1.) 
zu (2.) stillschweigend vorausgesetzt, dass die fiir zwei positive reelle Con- 
stanten A, B bewiesene lormel (1.) auch dann noch giiltig bleibe, wenn 
man daselbst fiir A und B complexe Constanten substituirt. Diesen Miingeln, 
mit denen die Expositionen des Paragraphs behaftet sind, kann aber leicht 
abgeholfen werden durch Anwendung eines gewissen Satzes der allgemeinen 
Functionentheorie [vgl. C. Neumann’s Vorlesungen iiber die Riemann’sche 
Theorie. Leipzig. 1884, pg. 35]. 


§ 6. 
Darstellung der Function P,(x) durch einen Differentialquotienten. 
Versteht man unter f(x) die Function: 
(1.) f@) = (# — 1) = a — 32+ + 32° — 1, 
so ergiebt sich durch wiederholte Differentiation nach «: 
f @=6e —3 4% -+ 2.32, 
[AP ==. 0r- ob 40 40 2.9, 
{W451 60? —2.5.3.40, 
*) Vol. Heine’s Handbuch der Kugelfunctionen, zweite Auflage, Bd. 1, Seite 36. 
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mithin: 
also nach (10.) p. 29 


oder, falls man fiir f(a) seine eigentliche Bedeutung (1.) substituirt: 


; 1 d® (x? — 1)8 1 d? (a? — 1 ’ 
Cy be eee Og da®  +~«»-211(8) Sse 


Ebenso ergiebt sich allgemein (was hier nicht weiter ausgefiihrt werden 
soll) die Formel: 
(3.) P, (a) wae 1 d (Ger — 1) ; 


Be TT (x) ain? 


Diese Formel wird gewohnlich als die Ivory’sche bezeichnet. In Wirk- 
lichkeit aber riihrt sie her von Rodrigues (1815).*) 


ep 
Ueber die Wurzeln der Gleichung P,,(x) = 0. 


Man denke sich die Function 
f = fe) = (@ — a) (@ — a) (@ — ag) (@ — a4) (% — a) fe — a), 

in welcher o, << a@,<a, << a,<a,< a, beliebig gegebene reelle Con- 
stanten sind, durch eine Curve dargestellt. Beachtet man, dass diese 
Curve die Abscissenachse im Ganzen nur 6mal, nimlich in a@,, a, es, 
@, O;, o Gurchschneiden kann, und dass ihre Ordinaten sowohl fiir 
“== —oo wie auch fiir = + o positiv sind, so erkennt man sofort 
dass diese Curve von folgender Gestalt sein muss: 


A 


hs / 


\ 
s (oes s Na gar 
ON ; @» “aN ay \&5 /&6 


dass sie also in a, @, «, sinken, und in @,, a4, a, steigen wird. 
Hieraus folgt, dass die abgeleitete Function f’=/f’(x) in den 
Punkten @,, a, «, negativ, und in den Punkten a, @,, a positiv ist. 


*) Vgl. Heine’s Handbuch der Kugelfunctionen, zweite Auflage, Bd. 1, Seite 20 
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Denkt man sich also eine newe Curve construirt zur Darstellung der 
Function /’ = /"(#), so wird dieselbe z. B. in @, eine negative, und in 
@, eine positive Ordinate besitzen. Folglich wird sie die Abscissenaxe 
irgendwo zwischen a, und «, durchschneiden. Im Ganzen ergeben sich 
in solcher Weise fiinf Schnittpunkte dieser neuen Curve, von denen der 
erste 6, zwischen @, und a, der zweite B, zwischen a, und a, der 
dritte B, zwischen «, und o,, der vierte 6, zwischen «, und a,, end- 
lich der fiinfte 6, zwischen @; und a, liegt. Demgemiss besitzt also 
die Gleichung 


f'(z) = 0 ad 


r 
fiinf reelle Wurzeln B,, B,, Bs, By, B;, die simmtlich zwischen @, und 
a, hegen. 


In derselben Weise weitergehend, erkennt man, dass die Gleichung 
f" (2) =090 


vier reelle Wurzeln y,, Yo) Y5, 7, hat, die simmtlich zwischen B, und 
B,, mithin auch simmtlich zwischen a, und «, gelegen sind. Sodann 
erkennt man weiter, dass die Gleichung 


(2) =0 


drei reelle Wurzeln 0,, 05, 0, besitzen muss, die sammtlich zwischen 
y, und y,, mithin auch simmtlich zwischen «, und a, liegen. 

Diese letzte Gleichung kann aber, weil f(#) vom 6%", mithin 
f'’ (@) vom 3*" Grade ist, tiberhaupt nicht mehr als drei Wurzeln be- 
sitzen. Und wir gelangen somit zu dem Resultate, dass sdémmtliche 
Wurzeln der Gleichung. f’’ (x) =0 reell, und zwischen a, und a, ge- 
legen sind. 

Specialisiren wir jetzt unsere Betrachtungen, indem wir 

o% =o —o%—=——1 und a—o,=a—-+1, 
mithin 
(4.) f(a) = (@ + 1) @ — 1) = @ — 1)" 
machen, so gelangen wir zu dem Satz, dass die zugehdrige Gleichung 
f(a) = 0, d. 1. die Gleichung 
Bi ema NK 

(5) or ee) 


an® 


lauter reelle Wurzeln hat, und dass diese Wurzeln sdémmtlich zwischen 
— 1 und + 1 legen. 

Die linke Seite der Gleichung (5.) ist aber [vgl. (2.)], abgesehen 
von einem constanten Factor, identisch mit der Function P;(x). Dem- 
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gemiifs sind wir also zu dem Resultate gelangt, dass stimmtliche Wurzeln 
der Gleichung 
(6.) P;(%) = 0 
reell, und zwischen — 1 und +- 1 gelegen sind. 

In analoger Weise wird sich offenbar, auf Grund der Formel (3.), 
darthun lassen, dass allgemein sdmmtliche Wurzeln der Gleichung 
(7.) P, (a) =0 
reell, und ewischen — 1 und +- 1 gelegen sind. Und dies ist der Satz, 
der hier bewiesen werden sollte, und von welchem spater Gebrauch 
zu machen ist. 


Drittes Capitel. 


Ueber die allgemeinen Kugelfunctionen mit zwei Argumenten. 
a 


Ebenso wie im vorhergehenden Capitel, ebenso werden wir auch 
im gegenwiirtigen Capitel die reciproke Entfernung zweier Punkte 
(r, ®, p) und (7,, %,, y,) in eine convergente Reihe zu entwickeln 
suchen, nur mit dem Unterschiede, dass wir gegenwiirtig die Polar- 
coordinaten der beiden Punkte in ganz beliebiger Weise uns gegeben 
denken, — was damals nicht der Fall war. 

In solcher Weise werden wir zum Begriff der allgemeinen von zwei 
Argumenten abhingenden Kugelfunctionen gelangen. Sodann aber werden 
wir, um in die eigentliche Theorie dieser Functionen einzudringen, 
Gebrauch machen von dem Laplace’schen Sphiroid. Unter diesem Sphi- 
roid ist, wie sogleich bemerkt sein mag, ein Kérper zu verstehen, der 
nahezu kugelférmig ist. Die Abweichungen von der Kugelform kénnen 
emen beliebig complicirten Charakter darbieten. Nur wird voraus- 
gesetzt, dass diese Abweichungen ausserordentlich klein sind. 


= al Pe 
Die reciproke Entfernung zweier Punkte. 


Betrachtet man irgend zwei Punkte: 


“=r cos, L, = 7, Cos V,, 
(1.) y =r sin # cos g, Y, == 7, SI-D,, COS), , 
zg==rsin@ sin g, 2, =7, sin 9, sin g,; ° 


bezeichnet man ferner den Winkel zwischen + und 7, mit y, und den 
gegenseitigen Abstand der beiden Punkte mit H, so ist offenbar*): 


(2.) cos y = cos # cos #, + sin # sin 4, cos (p — 9,) 


*) Bezeichnet man niimlich die Punkte, in denen eine um den Anfangspunkt 
des Coordinatensystems mit dem Radius 1 beschriebene Kugelfliche von den Strahlen 
x, 7, und der «Axe getroffen wird, respective mit R, A, und X, so werden im 
dem sphiirischen Dreieck RR, X die drei Seiten gleich 9, O,, y sein, wihrend 
der 2 y gegeniiberliegende Winkel gleich » — g,, resp. gleich », — @ ist. 
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und 
(3.) hb? = 7? + 7,2 — 2rr, cosy; 
woraus z Bb. folet: 
1 1 
(4.) a= : 


< == r, ee = ce J 
rYr—2(? )cosy+(™) 
Entwickelt man aber diesen Ausdruck (4.) nach Maassgabe der friiher 
gefundenen allgemeinen Formel (16.) pg. 31: 


it Ee 
eS Oe TEs (uw) ) 0 <a 1) 5 
Viste et eag an 


so erhalt man sofort: 


(5.) . == . SF P,(cos y), (vorausgesetzt 7, <1). 


Und in analoger Weise wird man offenbar, falls 7, > sein sollte, die 
analoge Hormel erhalten: 


(5a.) a = ; See P,(cos y), (vorausgesetzt 7, > 71). 
tn=0 ss 


Die hier auftretenden Functionen P, (cos y) sind uns bereits bekannt. 
Ks ist naimlich [nach (10.) pg. 29]: 


Py(cos ») = 1, 
P, (cos y) = cos y, 
(6.) Po (cosy) = : cos” y —- ‘ . 
K 2 
P,(cos y) = > cos>.y — = cos y, 


etc. etc., 
und allgemein [nach (11.) pg. 30 und (7.) pg. 34]: 
(7.) P,(cosy) = A, cos” y + B, cos"—* y + C, cos"—4 y --- + Ln cos*y, 


wo A= 0, resp. = 1 ist, und A,, B,, C,, ... L, bestimmte Zahlen- 
coefficienten vorstellen. Das in diesen Functionen P,(cos y) enthaltene 
Argument cos y hat nach (2.) den Werth 


(8.) cosy = wu, + V1 — uw? VI — uw,” cos(p — g,), 
d. i. den Werth: 
(9.) cos y = wey + (V1 — a cos g) (V1 — 4,” cos g,) 


+ (V1 — usin 9) (V1 —u,* sin g,); 
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hier haben w und «,, dhnlich wie friiher, die Bedeutungen: 
(10.) u=cosd und pw, —cos9,. 
Der in (7.) angegebene Ausdruck 
P,,(cos y) = A, cos"y + B, cos*-2y ++. 
verwandelt sich, falls man fiir cosy den Werth (9.) substituirt, in eine 
Function von w, ~, 4, g,. Und zwar erkennt man in solcher Weise, 


dass P, (cos y) bezeichnet werden kann als eine ganze rationale Func- 
tion n** Dimension der dret Grissen: 


re ay a one ae 
(11.) u, VYi-—pwosp, V1 sing, 
und dass P,,(cos y) andererseits auch bezeichnet werden kann als eine 
ganze rationale Function n** Dimension der drei Grissen: 


(12.) 1, Vi-—mcosg,, VYi—a,? sing. 
Gleichzeitig bemerkt man, dass P,,(cosy), ebenso wie cos y selber, sym- 
metrisch ist nm Bezug auf uw, p und u,, 9. 

Eine weitere Eigenschaft der Function P, (cos y) besteht darin, 
dass sie emer gewissen Differentialgleichung Geniige leistet. Denkt 
man sich nimlich im Punkte (a,, y,, 2,) eine Masse m, concentrirt, 
und das Potential dieser Masse auf den Punkt (a, y, z) mit V be- 
zeichnet, so ist ts 


dda 
) yam. 


Dieses V gentigt aber der Laplace’schen Differentialgleichung (pg. 9): 
OV Vv av 
AV =0 oder Fa? +- Dye + =), 


02? 


d. i. der Gleichung (vgl. pg. 23): 
a (s9V\ , 2 » OV 1 eV. 
or (75) + a (1 —#) an) a7 1 — wp? 0g? eae 
Hieraus folgt, falls man fiir V den Werth (f.) substituirt: 


1 1 : 
az, on OE 
. r,) ( yi v7) 2 ) gd ig B —— 
ar 2) 4 2(u-m rip ag! — 


aaah: Sen 
oder, falls man 7, <r voraussetzt, und demgemiiss fiir 5 den Werth (5.) 


substituirt: 


a 5 6 P,, (cos ¥) 
: n(n + 1) P,(cos 7) + 2 (A —a8)*”) 
a7) 1 OP, (cosy) 


==.0); 
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. ys r 
Die hier auf der linken Seite stehende, nach Potenzen von s 


fortschreitende Reihe ist also stets = 0, falls nur 7, <7, d. h. a Gy | 
gedacht wird. Und aus diesem Nullsein der Reihe folgt nach bekanntem 
v; 


Satz, dass in ihr die Coefficienten der einzelnen Potenzen von ~ eim- 


zen =O sind. Somit ergiebt sich: 


9 > OP, (Cos 9) 
(138.) n(n + 1) P, (eos y) +- Pa G i) —— —"') 
1 O° P, (cosy) 
+; 3 oe = 


Die Function P,(cosy) ist aber, wie schon bemerkt wurde, in 
Bezug auf uw, m und u,, y, symmetrisch. Und sie wird daher, weil sie 
in Riicksicht auf w, » der Differentialgleichung (13.) geniigt, mit Bezug 
auf w,, 9, folgender analogen Differentialgleichung Geniige leisten: 


oP, cos y) 
(14.) n(n + 1) P, (cos y) + on (a mitt et 


1 0? P, (cos ) 
ee i= 09,7 
Diese Differentialgleichungen (13.), (14.) repriisentiren zwei Higen- 
schaften des Ausdrucks P,(cosy), welche nicht minder wichtig sind, 
als die in (11.), (12.) angegebenen Higenschaften. 


= (). 


§ 2. 


Definition der allgemeinen Kugelfunctionen, d. i. der Laplace’schen 
Ypsilons. 


Man pflegt den Ausdruck P, (cosy), auf Grund der so eben con- 
statirten Higenschaften, eine Kugelfunction zu nennen. Die betreffende 
Definition lautet niimlich folgendermassen: 

Definition. — Kin von -den drei Grissen 
(153) wu, Vi—wesp, YVYi—p* sing 
abhingender Ausdruck EF’, welcher in Bezug auf diese drei Grissen eine 


ganze rationale Function hichstens n** Dimension ist, und welcher 
tiberdies der Differentialgleichung 


@ se 1 @F 

(16) a + FF +5 (wh) St) + ta 5s 0 

Geniige leistet, — wird bezeichnet als eine K ugelfunetion, und zwar als 
eme Kugelfunction ni Ordnung der Argumente ll, Q. 
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Auf Grund dieser Definition wird z. B. der Ausdruck 
(17.) P, (u) 


eine Kugelfunction n** Ordnung zu nennen sein. Nur tritt bei diesem 
Ausdrucke P,,(w) der specielle Umstand ein, dass derselbe von den 
drei Gréssen (15.) nur die erste enthilt, und dass in Folge dessen die 
linke Seite der von ihm zu erfiillenden Differentialgleichung (16.) sich 
auf ihre beiden ersten Glieder reducirt. Dass dieser reducirten Glei- 
chung durch P,(w) wirklich geniigt wird, unterliegt keinem Zweifel. 
[Vgl. (4) pg. 34.] 


Ebenso wird, auf Grund der gegebeneii” Definition, der Ausdruck 
(18.) P,,(cos y) 


eine Kugelfunction n* Ordnung zu nennen sein, und zwar in doppeltem 
Sinne, nimlich einerseits mit Bezug auf w, m, und andererseits auch mit 
Bezug auf u,, p,; wie sich solches aus (11.), (12.), 13.), (14.) sofort ergiebt. 
Multiplicirt man ferner P, (cosy) mit einer beliebig gegebenen 
Function f(u,, g,), und integrirt man dieses Product nach mw, und g, 
zwischen festen Grenzen, z. B. nach w, zwischen — 1 und +1, und 
nach gy, zwischen 0 und 22, so wird der so entstehende Ausdruck: 


+12z 


(19.) f? fee (cos 7) f(r, Pi) Fu AH, , 


—1 0 


ebenso wie P,(cosy) selber, eine ganze rationale Function hiochstens 
n* Dimension der drei Gréssen (15.) sein, und zugleich auch eine 
Function sein, die, ebenso wie P, (cos y) selber, der Differentialgleichung 
(16.) Geniige leistet. Folglich wird dieser Ausdruck (19.) zu bezeichnen 
sein als eine von w, p abhingende Kugelfunction n®* Ordnung. 

Erste Bemerkung. — Eine ganze rationale Function irgend dreier 
Argumente w, v, w, die in Bezug auf wu, v, w héchstens von der 
0% Dimension ist, wird offenbar eine Constante (d. h. von u, v, w un- 
abhingig) sein. Somit folet aus (15.), dass eine Kugelfunction 0%" Ord- 
nung nothwendiger Weise eine Constante sein muss. Und umgekehrt 
ergiebt sich, dass eine willkiirlich gegebene Constante stets als eine 
Kugelfunction O* Ordnung angesehen werden kann. Denn welchen 
Werth die Constante auch haben mag, stets wird sie den Bedingungen 
(15.), (16.) fiir » = 0 Gentige leisten. 

Zweite Bemerkung. — Insbesondere ergiebt sich, dass die Constante 
Null ganz nach Belieben als cine Kugelfunction 0% oder 1** oder 2°* 
u. &. w. Ordnung angesehen werden kann. Denn die Null wird den 
Bedingungen (15.), (16.) unter allen Umstinden Geniige leisten, welchen 


Werth man daselbst der Zahl » auch zuertheilen mag. 
F, Neumann, Vorl. ib. das Potential. 4 
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§ 3. 
Der Laplace’sche Satz tiber das homogene Sphiaroid. 


Sind R, %, m oder RL, uw, p (w= cos &) die Polarcoordinaten eines 
variablen Punktes, so wird jede Gleichung von der Form 


i= E(u, gp) 
eine gewisse Ildche darstellen. Setzt man insbesondere: 
(1.) = Ali + af (u, p)] ’ 


wo A eine positive Constante, ferner a eine unendlich kleine positive 
Constante, und f(w, pm) eine willkiirlich gegebene, jedoch stets endlich 
bleibende Function vorstellen soll, so wird durch diese Gleichung (1.) 
ein Flache dargestellt sein, deren Radiusvector A von der gegebenen 
Constanten A stets nur unendlich wenig differirt, also eine Flaiche, die 
von der um den Anfangspunkt mit dem Radius A beschriebenen Kugel- 
fliche nur unendlich wenig abweicht. Diese Fliche (1.) mag nun 
angesehen werden als die Oberfliche eines homogenen Korpers von der 
constanten Dichtigkeit qg; und dieser Kérper mag kurzweg ein homo- 
genes Sphdroid genannt werden. 

Ks sei O das Centrum des Sphi- 
roids, d. h. der Amnfangspunkt des 
za Grunde gelegten Polarcoordinaten- 4, 
systems. Ferner sei O@ irgend eine 
von O ausgehende feste Linie, und s 
der Punkt, in welchem die Sphiiroid- 
oberfliche von dieser Linie OQ ge- 
troffen wird. Wér stellen wns die Auf- 
gabe, das Potential des Sphiiroids auf 
emen Punkt p zw untersuchen, der lings 
der festen Linie OQ verschiebbar ist. 

Zu diesem Zweck construiren wit, 
ausser der um den Punkt O mit dem 
Radius A beschriebenen Kugelfliche, 
noch eine zweite Kugelfliiche von dem- 
selben Radius, welche durch den Punkt s 
geht, und deren Centrum Q auf der 
Linie O@ liegen soll. In der beistehen- 


@ 


: : : : Oo 
den Figur ist diese um Q beschriebene 
Kugelflache — sie mag die Hiilfskugel heissen — nur punktirt an- 
gegeben; wihrend die um O beschriebene Kugelfliche — sie mag die 


Hauptkugel heissen — durch eine continwirliche Linie angedeutet ist. 
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Beide Kugeln haben denselben Radius A, und die eine kann also als 
eine unendlich kleine Verschiebung der andern angesehen werden. 

Das gegebene Sphiiroid weicht von der Hauptkugel nur unendlich 
wenig ab, und wird daher, weil die Hauptkugel durch eine unendlich 
kleme Verschiebung in die Hiilfskugel tibergeht, auch von dieser 
HMiilfskugel nur unendlich wenig abweichen. Betrachtet man nun den 
lings der Linie O@ verschiebbaren Punkt p, so wird das Potential 
V des Sphiroids auf diesen Punkt p darstellbar sein durch: 

dm , dm, 

(2.) : V7 +33 mp Pe 
Dabei soli das Potential der Hiilfskugel sein, dieselbe erfiillt ge- 


dacht mit Pe srcni Materie von der Dichtigkeit g. Es soll mithin 
(2a.) Me = A’, und o =(Qp) 


sein. Ueberdies sollen oe und dm; diejenigen unendlich kleinen 
Massenelemente sein, welche zur Hiilfskugel zuzuftigen, resp. von der- 
selben fortzunehmen sind, um dieselbe in das Sphiroid zu verwandeln. 
Endlich sollen die E’s die Abstiande der Elemente dm, und dm; vom 
Punkte p vorstellen. 

Benutzt man dm (ohne Index) als Collectivbezeichnung fiir + dm, 
und — dm;, so kann man die, Formel (2.) auch so schreiben: 


M dm 


oder auch so: 


(4.) ++: dm | 


Va ot —2Apcosy ’ 
wo w den Winkel ee oe unter welchem die Linien (2, dm) = A 
und (Qp)=@ gegen einander geneigt sind Aus (4.) folgt durch 
Differentiation nach @; 


é V nae d 
aac, 
4 ¢ (A? 4 9? — 2AQ cosy)! 
oder, was dasselbe ist*): 
(5) v=--.- > Qe OM p> wo r= (Op). 
“ : (A* + 9? — 240 cos») 
*) In der That ist: 
ie Mt EN 
Oe. er 


Denn die beiden Variablen 9 = (2p) und * = (Op) reprasentiren die Abstinde 
des lings O@ verschiebbaren Punktes p von den beiden festen Punkten 8 und O. 
Und es unterscheiden sich also @ und 7 von einander nur durch eine constante 
Differenz. 

4% 
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Verschiebt man jetzt den Punkt p lings der festen Linie OG 
nach s, lasst man also @ in A tibergehen, so nehmen die beiden For- 
meln (4.), (5.) folgende Gestalt an: 


Ais M 1 dm 
vs Og is Vag ee 
a FA et areata ears 
7 av NG; ST Ss dm 
Gin: a ean Atl Jat eceas ah 


wo die horizontalen Ueberstreichungen andeuten sollen, dass diese 
Werthe der Oberfliche des Sphiroids, d. i. dem Punkte s entsprechen. 
Multiplicirt man schliesslich die Formeln (6.) mit 1 und 2A, und 
addirt, so erhalt man: 
M 

—F> 

Diese Formel (7.) reprisentirt den hier abzuleitenden Laplace’schen 
Satz. Derselbe ist giiltig, welche Richtung man der festen Linie O@ auch 
zuertheilen mag, und, unter Fortlassung der angewendeten Hiilfskugel, 
folgendermassen ausdriickbar: 

Laplace’scher Satz tiber das Spharoid. — Es sei gegeben ein von 
der Iliche 


(8.) R=A[l-+ af(u, 9] 

begrenztes homogenes Sphiroid von der constanten Dichtigkeit q. 
Bezeichnet man alsdann das Potential dieses Sphiroids auf irgend 

eimen Punkt p(r, w, p) mit V, so gilt die Formel: 


7 OV. Anq A? 
(9.) a V+2A5-=———F , 
0 


= US ra Ba : 
wo unter V und ~~ diejenigen Werthe 2u verstehen sind, welche V und 


C7 24e3= o M=**4 4? [vgl. (2a.)]. 


OV : : : 
jp emmehmen, sobald man jenen Punkt p(r, w, p) nach irgend einer 


Oberfldchenstelle des Sphiroids hinriicken lisst. 


Man findet diesen Satz, oder vielmehr einen Satz von noch grdésserer 
Allgemeinheit in der Mécanique céleste, Tome 2, Livre 3, Chap. 2, No. 10. 
Bei den dortigen Betrachtungen wird nimlich von Laplace angenommen, 
die gegenseitige Einwirkung zweier Massentheilchen aufeinander sei propor- 
tional einer beliebigen Potenz der Entfernung. 


§ 4. 


Die von Laplace fiir eine willkiirliche Function /(u, ») gegebene 
Entwicklung. 


; prenth fons 
4u wichtigen Resultaten werden wir jetzt dadurch gelangen, dass 
wir die im vorhergehenden Paragraph angestellten Betrachtungen von 
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Neuem, aber in etwas anderer Art durchftihren, indem wir, statt’ der 
um & beschriebenen Hiilfskugel, gegenwiirtig die um O beschriebene 
Hauptkugel anwenden. 

Das Potential des Sphiroids auf eimen variablen fussern Punkt 
p(y, &, ) ist alsdann, ihnlich wie in (2.), (3.), durch die Formeln 
darstellbar: 


; % M dm, dm, 
(11.) V=— 4+ 5%, wo pA. 


: Sey enue ; : / 
Dabei soll gegenwirtig -, das Potential der um den Anfangspunkt O 


beschriebenen Haupthugel vorstellen. Demgemiiss sollen dm, und dm 


/ 
/ 
sD (1eep) 


\dn(Au 1 P,) 


diejenigen Massenelemente sein, welche zu dieser Hauptkugel zuzutiigen 
respective von derselben fortzunehmen sind, um sie in das Sphiroid 
zu verwandeln. Ferner sollen die H’s die Entfernungen der Elemente 
dm, und dm; vom Punkte p(7, wu, p) vorstellen; und endlich soll wieder 
dm (ohne Index) als Collectivbezeichnung fiir (+ dm,) und (— dm) 
dienen. 

Denkt man sich auf der um O mit dem Radius A beschriebenen 
Hauptkugelfliche an der Stelle (u,, g,) ein unendlich kleines Fliachen- 
element A?du,dq, construirt, und von O aus einen Kegelmantel nach 
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der Peripherie dieses Elementes hingelegt, so wird innerhalb dieses 
Mantels ein Massenelement dm, oder ein Massenelement dm; anzutreffen 
sein. In beiden Fallen wird A?du,dqg, als Basis dieses Massenelementes 
anzusehen sein, wiihrend seine Hdéhe [zufolge (8.)|, ihrem absoluten 
Betrage nach, im erstern Fall = + Aa/f(u,, p,), im letztern hingegen 
= — Aaf(u,, y,) ist. Man erhalt daher im erstern Falle: 


dma SSS (Ope A’du,dg, ‘ Aaf(u,, Yi) 
und im letztern Falle: 
dm, = q+ A’du,dg,-[— Aef(u, 91); 


so dass also das als Collectivbezeichnung fiir (+ dm,) und (— dm;) 
fungirende dm ganz allgemein den Werth hat: 


dm = q+ A*’dujdg, - Acf(u,, ). 
Demgemiiss ergiebt sich aus (11.): 


+1 22 
= M (U4 >» 9i)du,dg, 
(12) yoy god ff ae a ce 


—1 


Dabei bezeichnet H den Abstand des Punktes p(r, u, p) vom Massen- 
element dm(A,.u,, 9,). Zufolge (5.) pg. 46 ist somit: 


i ——Te 2} 


(12a.) == > a Pailcos y), 
= Uf 


wo y den Winkel zwischen (Op) =r und (O,dm) = A bezeichnet. 


Substituirt man diesen Werth von —, in (12.), so ergiebt sich: 


H 
M ata 
(13.) V= ss + I pe is. 
und folglich: 
(14.) Meee arse alt 
s Cr 7 apes ee 
wo U, die Bedeutung hat: 
+122 
(15.) U, = @gArrs J fi P, (cos v) f(t, Pi) dus dg, . 
earth 


Lasst man jetzt in (13.), (14.) den variablen Punkt p(s, wu, p) auf 
die Oberfldche des Sphiroids, etwa nach s fallen, mithin r tibergehen in 
A[{l + af(u, 9], 


so erhalt man, unter Vernachlissigung des Quadrats der unendlich 
kleinen Grésse a, folgende Formeln: 
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ou 


_ieeae ue Se 


—e qr+1 %) 
av __ Mi-2efm% 9) Seti y 
aa S coed he D 


Multiplicirt man diese Formeln respective mit 1 und 24, und addirt, 
so ergiebt sich, mit Riicksicht auf den Laplace’schen Satz (9.): 


ot Ls eee (up) "x an+1 
3 — = ans mae = Anti i 
oder, falls man fir MW seinen eigentlichen Werth cote vel. (11.)] 
einsetzt: 
: = Cv NS 2r+1 
(16.) [(e, i) ie) 4nq A? = AEE NEES 


Diese Formel (16.) wollen wir nun vereinfachen, nimlich folgender- 
massen schreiben: 


Ue) 


(17.) fu, ~) = 2 Y,(u, 9). 


Das allgemeine Glied Y,,(u, p) dieser Reihe hat alsdann die Bedeutung: 
2n 2n + i 
Y,(u, Je i tng A"t3 
und kann daher, falls man fiir U, seinen Werth (15.) substituirt, auch 


so dargestellt ee. 
+122 


(18.) Y,,(u, 9) = "t+ i J Po (608 7) fey Bo) due dg. 


Nun war /(u, m) eine stets endlich bleibende, sonst aber willktirlich 
gegebene Function [vgl. pg. 50]. Demgemiss gelangt man durch die 
Formeln (17.), (18.) zu folgendem Satze: 

Die Laplace’sche Entwicklung. — Versteht man unter [(u, p) eine 
auf der Kugelflache [d. i. fir w= —1---+ 1 und p=0---2m] tiberall 
endlich bleibende, sonst aber willkiirlich gegebene Function, so wird die- 
selbe entwickelbar sein in eine unendliche Reihe: 


n=D 


(19.) {(%, 9) = & Yn(u, 9), 


deren eingelne Glieder die Werthe besitzen: 
+1 22 


(20.) Y,(u, 9) ==" ae P, (cos 7) fur, Pr) du dg, - 


Dabei bezeichnet y die gegenseitige Neigung der beiden Richtungen (uw, ») 
und (1, P1)- 
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Der Ausdruck (20.) reprasentirt [vg]. (19.) pg. 49] eme Kugel- 
function n** Ordnung; so dass man also den soeben ausgesprochenen 
Satz auch so ausdriicken kann: 

Versteht man unter f(u, p) eine auf der Kugelfliche tiberall endlich 
bleibende, sonst aber willkiirlich gegebene Function, so wird {(u, p) fir 
alle Punkte der Kugelfliiche darstellbar sem durch eme nach Kugel- 
functionen fortschreitende Lethe. 


§ 5. 
Die Integraleigenschaften der Kugelfunctionen. 

Ks sei Y, = Y,(u, ») irgend eine Kugelfunction n** Ordnung, d. i. 
irgend eine der Definition pg. 48 entsprechende Function; desgleichen 
sei Y,, = Yn, (u, p) iwgend eine Kaugelfunction n,** Ordnung. Und zur 
augenblicklichen Abkiirzung mégen diese Functionen respective mit F' 
und FF, bezeichnet sein: 

(21) oie ee ee 
F;, = Y,, a Yn, (4, ~) 3 


Alsdann ist zufolge jener Definition pg. 48: 


oF Or 1 Ort 
mee See é 
Rh) BES By oo eae) ae a pena eee a 
OF, i OF, 
n(n, + 1)F,— 2u “ ia) Fa? eee ae =) 


Multiplicirt man diese Gleichungen respective mit + F, und — F, 
und addirt, so ergiebt sich: 


a Ee GY pets 
(n — m)(n+ n, + 1)FF, uw (F, 0a vi Bu ) 
F ook ; y) Lee 1 er F OF, 

oe aca w) (hs Foe) +o (Aft 1) =0, 
oder, was dasselbe ist: 


im ty) sy) ie ~ 0) (F = Pe) 


! Op Cw 
G or oF 7 OF, 
a i— 2 0 (7, Cy nee a) = 
Multiplicirt man diese Gleichung mit dudg, und integrirt, so folgt: 


+1 27 
(n — ,)(m + ny + 1) iy J FFdudg 


ol OF, 
+ fae) (% FF — Oe 
ut) p=2n 
dw | oF OF 
aie 2 ie | sO 
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Die hier durch die eckigen Klammern angedeuteten Differenzen sind 
aber = 0. Die Differenz in der obern Zeile verschwindet nimlich, weil 
(1 — w*) fiir w = + 1 zu Null wird*). Und die Differenz in der wntern 
Zeile verschwindet ebenfalls, wie sich leicht ergiebt, falls man nur be- 
achtet, dass F’ und F, [vgl. (15.) pg. 48] ganze rationale Functionen 


von cos gm und sing sind. — Somit folgt also: 
+127 
(2 — n,)(w + n, + 1) eck FF, dudg = 0. 


—10 
Ist nun x += %,, so kann der Zahlenfactor (m — n,)(m +”, + 1) nie- 
mals verschwinden; so dass also in diesem Falle die Formel iibergeht in 
+1 22 
JI f FFidudp =0. 


: =) 0 
Substituirt man schliesslich fiir / und F, ihre eigentlichen Bedeutungen 
(21.), so gelangt man zu folgendem Satze: 

Erste Integraleigenschaft. — Versteht man unter Y,(u, p) und 
Y,,,(u, p) irgend zwei Kugelfunctionen respective von der Ordnung n und 
n,, So wird stets die Formel gelten: 

+1227 
(22.) JS SL Yale 9) Yn (u, p)dudp = 0, 
0 


— J 

falls nur n= n, ist. 
Demgemiiss wird z. B. 
+122 : 


SS Yo, —%o(u, p)dudg stots =0 


—10 
sein, falls nur 7 =- 0 ist. Die Function Y,(u, p) reprisentirt aber eine 
Kugelfunction 0“ Ordnung. Sie ist also [vg]. die erste Bemerkung 
pg. 49] eine Constante, und kann daher als solche vor das Integral ge- 


setzt werden. Man gelangt somit zu dem Satze, dass das Integral 
+1 27 


(22 a.) He |: Y,(u, p)dudp stets —0 


—10 
sein wird, falls nur n =- 0. ist. 

Um weiter zu gehen, stellen wir uns folgende Aufgabe. Es sei 
Z;(u, p) igend eine speciell gegebene Kugelfunction 3° Ordnung, also 
eine Function, die den Bedingungen auf pg. 48 fiir » = 3 entspricht, 
also (wie hieraus folgt) eine Function, die auf der Kugelfliche tiberall 
endlich ist. His soll diese specielle Function Z,(u, p) nach Maassgabe 
des Theorems (19.), (20.) in eine Reihe entwickelt werden: 


n= 


(23.) Zz, (u, ) = 22 Y, (u, () c 


*) Vel. die Erlauterungen am Schlusse dieses Werkes. 


-@ 
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Das allgemeine Glied Y,(u, p) ist, wie aus jenem Theorem folgt, 
zu berechnen mittelst der Hormel: 


6 2 af fe 
(Gahes eta @) Ea ere cnet 
—1 0 
Dieses Integral wird aber, weil P,, (cos y) in Bezug auf u,, gy, eine 
Kugelfunction n*" Ordnung reprisentirt [vgl. pg. 49], stets = 0 sein, falls 
n = 3 ist; wie solches aus dem soeben bewiesenen Satze (22.) unmittel- 
bar folet. Demgemiss ergiebt sich aus (24.), dass 
You 9), Vil"), Yalu) 
und ebenso 
Yi(u, 9), Y¥;(u,9), Yo(u,@), ete. ete. in inf. 
simmtlich = 0 sind, und dass iiberdies Y;(u, m) den Werth hat: 


2: 1 
¥,(u, 9) = 734 f fe P, (cos 7) Z; (uy, 91) du, dg, - 


dO 
Substituirt man aber diese Werthe der Y’s in (23.), so erhilt man: 


+122 
‘ : 2 se 1 
(25.) 4; (u, 9) = aos = if P; (cos 7) Z3 (tty, Pi) Au dq, - 


Da nun bei der ganzen Betrachtung itiber die speciell gegebene 
Kugelfunction 3°" Ordnung Z,(u, p) keinerlei besondere Voraussetzung 
gemacht ist, so wird die soeben gefundene Formel (25.) auch giiltig 
sein fiir jedwede andere Kugelfunction 3‘* Ordnung Y,(u, p); so dass 


man also erhalt: 
+T12 2Q7 


26) Value) ==" J f Pecos 7) Yalu, dm ag, 


Auch ist die Zahl 3 offenbar nur beispielsweise gewihlt. Man ge- 
langt daher zu folgendem Satz: 


Zweite Integraleigenschaft. — Bezeichnet Y,,(u,) irgend eine Kugel- 
function n** Ordnung, so wird stets die Formel stattfinden: 
+122 
4a 
(27.) Sf Palos Y) Yn (ti, Pi)Mh dG = spy Ya(u, 9), 


wo y die Newung der Richtung (u,, 91) gegen irgend eine feste Richtung 
(u, p) vorstellt. Diese Formel kann man offenbar auch so schreiben: 
+1 27 


(28.) Jf Pr(cos 7) Yn (u, p)dudg = wi Yn (try P1)- 


il (0) 
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Denn die Function P, (cos y) ist [vgl. pg. 47] in Bezug auf die beiden 
Argumentenpaare uw, p und u,, p, symmetrisch. Und es entsteht daher 
die Formel (28.) aus (27.) unmittelbar dadurch, dass man die Buch- 
staben uw, p und u,, my, mit einander vertauscht. 

Fiir den Specialfall 2 —0O wird die Formel (28.), weil P, (cos y) = 1 
ist [vgl. pg. 46], die Gestalt annehmen: 

+1 27 

(28a.) J SL You 9) dud = 42 Y,(u,, 9;)- 


—1 0 
Und die Richtigkeit dieser Formel ist ea ipsa klar, falls man nur be- 
achtet, dass Y,(u,p) eine Constante ist [vgl. die erste Bemerkung pg. 49]. 
— An die beiden Integraleigenschaften (22.) und (27.) schliesst sich 
nun unmittelbar folgender Satz an: 


Theorem. — Eine gegebene Function 
(29.) f(e, @) 
ist stets nur auf einerler Art nach Kugelfunctionen entwickelbar. 
Beweis. — Existirten namlich zwe: solche Entwicklungen: 
(B.) (Hyp) = 2 Val, 9), 
(y.) f(t, 1B ies Stn (u, ) ? 


so wiirde aus (f.) durch Multiplication mit P;(cos y)dudgp und Inte- 
gration sich ergeben: 

41 an meson EN-n 
Sse 


ff f(u, p) P; (cos y)dudgy = = i P; (cos y) Yn(u, p)dudg , 
—1 0 == 0 


wo y die Neigung der Richtung (wu, m) gegen irgend eine feste Rich- 
tung («#,, ,) vorstellen soll. Die Integrale rechter Hand aber sind 
nach (22.) simmtlich = 0, mit alleiniger Ausnahme desjenigen, in 
welchem » = 3 ist. Und dieses letztere ist, nach (28.), 


4 
= are Y3 (1, i): 
Somit folgt: 
+1 2x r 
ty : 1 
(B".) i) yh f(, p) P; (cos y)dudgp = opr a Vs (ts, P1)- 


—1 0 
In analoger Weise ergiebt sich offenbar aus (y.): 
+1 22 
: : 4m ; 
(7":) dete f(t, ) Ps (cos y) dudp = say Zs(H1s Pi): 
0 


——1. 


Aus (6’.) und (y’.) folgt aber sofort: 
V3 (4, 91) =e Z(t, P,)- 
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Und in analoger Weise wird man offenbar allgemein erhalten: 


Va (i; P,) —¥ Zh (635 P1), 


wo eine beliebige Ordnungszahl, und u,, gp, beliebige Argumente vor- 
stellen. Sind also zwei Entwicklungen (f.) und (y.) fiir em und die- 
selbe Function /(u, py) vorhanden, so werden diese Entwicklungen Glied 
fiir Glied unter einander identisch sein. — Q. e. d. 

Zusitze. — In genau derselben Art, wie das Theorem (29.), kann 
man offenbar.auch folgenden Satz beweisen: 

Ist eine nach den Kugelfunctionen von uw, p fortschreitende Rethe 
gegeben, und ist bekannt, dass diese Rethe auf der Kugelfldche (d. h. fiir 
u==—1---+1 und fir p =0.--- 22} durchweg =0 ist, so folgt 
hieraus, dass die im dreser Reihe auftretenden Kugelfunctionen eingeln 
= 0 smd. 

Ebenso ergiebt sich auch folgender Satz, von welchem hiaufig 
Gebrauch zu machen ist: 

Sind zwei nach den Kugelfunctionen von wu, p fortschreitende Rethen 
gegeben, und ist bekannt, dass diese Rethen auf der Kugelfldache viberall 
emander gleich sind, so folgt weraus, dass in beiden Rethen die Kugel- 
functionen gleicher Ordnung einzeln emander gleich sind. 


§ 6. 


Das Potential eines homogenen Spharoids. 


Wir haben im Vorhergehenden das Potential des Sphdroids nur 
als Mittel zum Zweck betrachtet. Nachdem aber jetzt dieser Zweck 
(niimlich die Theorie der nach Kugelfunctionen fortschreitenden Ent- 
wicklungen) einigermassen erreicht ist, diirfte es der Miihe werth sein, 
jenes Potential an und fiir sich niher ins Auge zu fassen. 

Hs sei wie friiher die Sphiiroidoberfliche dargestellt gedacht durch 
die Gleichung: 


(1.) = A{l-+ of (u, p)I, 
und f(u, p) entwickelt nach Kugelfunctionen: 
(2.) fw 9) = & Yalu, 9). 


Denkt man sich nun ausserhalb oder auch innerhalb des Sphiaroids 
irgend einen Punkt p(7, u, ») gegeben, so wird das Potential des Sphii- 
roids auf diesen Punkt den Werth haben: 

1 22 : 
(3.) V=V = gas { f(t —_— ‘ 


? 
—10 
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wie sich solches leicht aus (12.) pg. 54 ergiebt. Dabei bezeichnet 
alsdann V® das Potential der Hauptkugel auf den betrachteten Punkt 
p(t, up). Und es wird also V™ einen der beiden Werthe haben: 
Ang A° 

, ? 


| Va a. 
(4.) 7 
nimlich den ersten oder zweiten, je nachdem der Punct p(r, wu, o) 
ausserhalb oder innerhalb der Hauptkugel liegt, d. i. je nachdem r > A 
oder <A ist. [Vg]. (6a.,i1.) pg. 13.) 
Was das zweite Glied der rechten Seite in (3.) betrifft, so ist 
nach pg. 46: 


1 fee) 
| sie - 2 ~ Pn(cos 7), 

(5) paar 
resp. = = eee ret P,,(cos y), 


je nachdem der Punkt p(7, uw, p) ausserhalb oder imnerhalb der Haupt- 
kugel liegt. Dabei bezeichnet y die gegenseitige Neigung der beiden 
Richtungen (wu, p) und (uy, 9). 

Die Formel (3.) nimmt nun, falls man daselbst fiir f(u,, p,) die 
aus (2.) entspringende Entwicklung substituirt, die Gestalt an: 


+1 27 = 


du dgy, , 
vv 4 qed ff (2 Yalu 9) M5 a aaa 


Substituirt man aber hier fiir . den Werth (5.), und beachtet man 


die Integraleigenschaften der Kugelfunctionen (pg. 57 u. 58), so er- 
halt man 


Ae 


V= VO+qaA? & aoa { )o+i Yn (Us, Q); 


(6, 


resp. V= V+ gad? Seng gore Yn(ty 9); 


je nachdem r > A oder r<A ist. — Man gelangt somit zu folgen- 
dem Resultate: 
Tst der Radiusvector der Sphirordober{liche: 


(7.) R= A[l + af(u, 9)] 


nach Kugelfunctionen entwickelt: 


(8.) R=alites Y,, (u, 9), 
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so wird man, unter Anwendung dieser Y's, das Potential des Sphdaroids 
auf diussere und innere Punkte sofort anzugeben im Stande sein. Es wird 
nimlich alsdann dieses Potential durch eme der beiden Formeln (6.) dar- 
gestellt sein, wobei V“ die in (4.) angegebene Bedeutung hat. 


BT , 


Anwendung der Theorie der Kugelfunctionen zur Berechnung des 
Potentials eines homogenen Korpers. 


Das Potential eines homogenen Korpers in Bezug auf eimen be- 
liebigen Punkt p hat den Werth: 


(1.) Vo 


die Integration ausgedehnt gedacht iiber alle Massenelemente dm, 
des Koérpers. Dabei bezeichnet HL den Abstand des Klements dm, vom 
Punkte p. 

Bezeichnet man die Polarcoordinaten des Punktes p und des Ele- 
mentes dm, respective mit (7, u, p) und (7, u,, 9), und setzt man dem- 
gemass 
(2.) dm, = qr 'dr,du,dg,, 
wo q die constante Dichtigkeit des Korpers vorstellt, so folgt aus (1): 


(3) en 


Bei der weiteren Rechnung beschrinken wir uns auf zwei mdglichst 
einfache Fille. 

Erster Fall: Der Anfangspunkt O des Polarcoordinatensystems 
liegt innerhalb des Korpers. Um diesen Punkt O ist eine den Korper 
umschliessende Kugelfliche beschrieben; ~P 
und der sollicitirte Punkt p(7, u, m) liegt 
ausserhalb dieser Kugelfliche. 

Fiir jedwedes Kérperelement 


dm, (11, His P1) (a ee oe eel 
ist alsdann 7, <7, das in (3.) enthaltene lute 


a also darstellbar durch: 


Ay tie Rex at is a 
EK = pr tl P,,(cos 7), a ia 4 ‘ 
[vgl. (5.) pg. 46], / Wes we 
wo y den Winkel zwischen r und 7, vor- \ a te 
stellt, Somit folgt aus (3.): ae a 
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(4.) = 


wo U, die Bedeutung hat: 


tL rege P, (cos y) 7," +? dr, du, dq, . 


Da P,,(cos y) nur von cos y, also nur von uw, 9, &,, 9,, nicht aber von 
r,7, abhaingt, so ist die Integration nach 7, sofort ausfiihrbar. Man 
erhalt: 

(5.) u,= rest i i P,,(cos y) SEL 


wo ft, den der Richtung (u,, y,) entsprechenden Radiusvector der 
Kérperoberfliche vorstellt. 

Ri, wird, falls die Kérperoberfliiche in bestimmter Weise gegeben 
ist, eine bestimmte Function von u,, g, sein. Und demgemiiss wird 
nicht nur fi, selber, sondern z. B. auch die jy Potenz von f,, und 
ebenso auch log fk, nach Kugelfunctionen entwickelbar sein: 


(6.) Ri = es ¥,) (1, 9)» 
(7.) log R, ae = LD, (u,, P,) ’ 


wo In, ebenso wie Y,, eine Kugelfunction h'** Ordnung vor- 
stellen soll*). 


Substituirt man nun die aus (6) fir 7 =n-+ 3 sich ergebende 
Reihe: 


Reto — S V6+9 (a, 9,) 


in (5.), und beachtet man die Integraleigenschaften der Kugelfunctionen 
(pg. 57 u. 58), so erhalt man: 


ree 


= VY, "+8 . 


und demgemiss erhilt man fiir das Potential V (4.) den Werth: 


nm 


ae Si ay Y. @-+3) ; 
(8.) a Ang = (n + 3) (2n + Hyer n (u, ~) 


*) Ber vy) dient das eingeklammerte (j) als oberer Index zur genaueren 
Unterscheidung. So z. B. werden die Potenzen R#,* und R,* durch ganz ver- 
schiedene Entwicklungen dargestellt sein. Und die in diesen beiden Hntwick- 
lungen auftretenden Kugelfunctionen sind alsdann nach unserer Bezeichnungsweise 
durch Y,, resp. durch Y,”) angedeutet. 
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Zweiter Fall: Der Coordinatenanfangspunkt O und der sollicitirte 
Punkt p(r, uw, py) liegen beide innerhalb des Korpers, und besitzen eine 
derartige Lage, dass eine um O mit dem Radius Op beschriebene 
Kugelfliche o ebenfalls vollstaindig innerhalb des Korpers liegt. 

Alsdann zerfallt der Korper eee 
durch diese Fliche o im eine ho- We 
mogene Kugel, und in einen ausser- Ye 
halb 6 liegenden schaalenformigen “i ae Pa 
Theil, der ebenfalls homogen ist. / | ein, | 
Das Potential des ganzen Korpers ;  / 7 * 
auf den Punkt p hat daher den / ie Z| 
Werth: | \ o° 1 


(9.) Vm Amar as ioe : “ me | / 


die Integration ausgedehnt tiber Oe de re eae 
alle Elemente dm, des schaalen- . 
formigen Theiles. Substituirt man hier fiir dm, und — die Werthe: 


dm, = qr,dr Pete [vg]. (2.)], 
= = a ; Pn(cos y), [vgl. (5a). pg. 46], 
so erhilt man: 
(10.) ya Aer yrs, 
wo %, die Bedeutung hat: Be 


R, +122 


(5 LZ —=¢f f JP (cos y) r,1-"dr,du,dg, . 


r —1 


Hier repriisentirt R, den der Richtung (u,, p,) entsprechenden Radius- 
vector der Kérperoberfliche. 

Aus (11.) ergiebt sich z. B. ftir » = 0, falls man nur beachtet, 
dass P)(cos y) = 1 ist [vgl. (6.) pg. 46], die Formel: 


R, +122 
SCP hah @ dr, du, dg, , 
di cae: 
+1 22 
Baal f Redudy, — 2xqr*. 


Substituirt man hier fiir R,? die aus (6.) fiir j = 2 entspringende Ent- 


wicklune: 


— ye Miia toa)s 


Waa 0 
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und beachtet man die in (22a.) pg. 57 angegebene Integraleigenschaft 
der Kugelfunctionen, so erhilt man: 
+122 


: q oe (ay Oa 
B= = rE tf YX” (uy, 9, )du,dg, = 20gr. 


a 


—1 0 
Kine Kugelfunction O** Ordnung ist aber stets eine Constante [vgl. die 
erste Bemerkung pg. 49]. Demgemiiss ist Y,°(u,, p,) eme Constante. 
Bezeichnet man diese Constante kurzweg mit Y,@), so ergiebt sich: 
(12.) 55 = = 2g ¥% — 2ugr. 

In ihnlicher Weise ergeben sich aus (11.) fiir n= 1 und n= 2, 
und unter Anwendung der Entwicklungen (6.) und (7.), die Hoemeln 
8, = FV, , 9); 

(13.) 


Ang 


B, as LD, (u, ~)- 


Endlich ergiebt sich aus (11.), ae n = 3 ist, unter Anwendung von (6.), 
die Formel: 


14. are 4nq 2 
ae ie (n — 2)2@n + 1) YnC—"(w, 9), 


[fir n = 3, 4, 5, ete.]. 
Substituirt man nun in (10.) fir B), B,, B, B, By, ete. die 
durch (12.), (13.), (14.) dargebotenen Werthe, so erhalt man fiir das 
gesuchte Potential V oak Formel: 


1 7 (2) Yr y2 
ge Yo + ye UO, ¥) +[% L,(u, 9)— | 
(15.) V= 4nq we yr? 
_3 (n — 2)(2n + 1) beseech (Tt p) 


Ist der gegebene Kérper eine wm O beschriebene Kugel, mithin 
R, = Const., so sind die Werthe der Kugelfunctionen Y,) und L, 
auf Grund der Formeln (6.), (7.), sofort angebbar. Man erkennt nimlich 
aus jenen Formeln, dass in diesem Falle Y,”) = R,’, ferner L, = log h, 
wird, wahrend alle iibrigen Y,“ und L, verschwinden. [tir den Fall 
der Kugel reducirt sich daher die Formel (15.) auf 


(16.) V=4nq (4 R°—), 


was in Hinklang steht mit unsern friihern Untersuchungen [vgl. (6i.) 


pg. 13]. 


cr 


fF. Neumann, Vorl. iib. das Potential. 


Viertes Capitel. 
Die analytischen Ausdriicke der allgemeinen Kugelfunctionen, und 
die Integraleigenschaften derselben. 


Der reciproke Werth der gegenseitigen Entfernung EH zweier 
Punkte (7, u, m) und (r,, u,, 9,) ist, falls 7; <7 gedacht wird, durch 
die Reihe (5.) pg. 46 darstellbar: 


1 — 7,” ; 
Gls) ot a = a P, (cosy), (<7), 


wo y die gegenseitige Neigung der beiden Richtungen (u, m) und 
(u,, 9,) reprisentirt, mithin der Formel entspricht: 


(2.) cos y = wi, + V1 — w? V1 — ay? cos (p — 9), 
d. i. der Formel: | 

(3.) cos y = wu, + 66, cos O. 

Hier haben alsdann 6, 6, und ® die Bedeutungen: 

(4) 6=Vi—w, 4 =Vi—4“, 0=9—y. 


Um die Formel (1.), deren Wichtigkeit schon friiher (pg. 27) an- 
gedeutet wurde, fiir die Anwendung bequemer zu machen, wird es 
nothwendig sein, das in derselben enthaltene P,,(cos y) zu entwickeln 
nach den Cosinus der Vielfachen von ® = gm —g,. Diese Entwicklung 
soll im gegenwiirtigen Capitel ausgefiihrt werden. Solches absolvirt, 
werden wir alsdann genauer einzugehen im Stande sein auf die ana- 
lytischen Ausdriicke der allgemeinen Kugelfunctionen, sowie auf die schon 
beriihrten IJntegraleigenschaften derselben. 


car 
Entwicklung der Kugelfunctionen P,,(cos 7). 
Wir haben bereits gefunden [vgl. z. B. (6.) pg. 46]: 
PF, (cosy )s== 15 
P, (cos y) == cosy, 
P,(cos y) = 4 cos? y — $, 
P,(cos y) = $ cos? y — 3 cos y, 
ete. etc. 


(5.) 
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Hieraus folgt, falls man fiir cos y den Werth (3.) substituirt: 
P,(cosy) == 1, 
P,(cos y) = wa, + 66, cos, 


(5) (cos 7) = 2% (uu, + 06, cos > — 4, 
P;(cos 7) = > (wu, + 6, cos &)* — 5 (wu, + G6, cos 0), 


ete. ete. 


Fiihrt man hier die Potenzerhebungen des Binoms (uu, + 66, cos ) 
wirklich aus, und verwandelt man dabei zigleich die Potenzen yon 
cos ® in die Cosinus der Vielfachen von ®, was zu bewerkstelligen ist 
mittelst der bekannten Formeln: 


P 1 cos 20 
Saat Oe ; 
2 
3 3 cos D cos 3® 
os Pp ———— = —, etc., 


so erhilt man: 
P,(cos y) = (1), 
P, (cos y) = (vu,) -{- (1) oo, cos D, 
P,(cos 7) = (S (was) + 7 (66)? — 5) + Bum) 26, cos o 
(7.) Poe + (2) (o0,)? cos 20, 
P, (cos 7) = (e (wu)? + 2 u(t (66,)° — 3 ua) 
+ (S wu) + % (66,)? — >) 66, cos © 


+ (7 Hur) (6,)? cos 20 + (3) (46,) cos 30. 


Diese Formeln, in denen die starken Klammern an mehreren Stellen 
nur der bessern Uebersichtlichkeit willen zugefiigt sind, kénnen, falls 
man die in diesen Klammern enthaltenen Gréssen, unter Beifiigung 
passender Indices, mit /, resp. 2f bezeichnet, folgendermassen geschrieben 
werden: 


P, (cos 7) = foo » 
P, (cos y) = fin + 2/166, cos ©, 

(8.) P,(c0s v) = foo + 2/166, cos ® + 2fo2(66,)" cos 20, 
P,(cos v) = foo + 2f5166, cos © + 2/f5.(66,)? cos 20 


+ 2f,5(66,)* cos 3, 
5% 
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wo alsdann die /’s, ausser den wu, u,, nur noch die Quadrate der 6, 6, 


‘ 


enthalten. Diese Quadrate der 6, 6, haben aber nach (4.) die Werthe 
P=1—pw, 6% =1—4,’. 

Folglich sind die /’s ganze rationale Functionen von u, u,. Ueberdies 
erkennt man, dass jedes f in Bezuy auf u wid uw, symmetrisch ist. 

In analoger Weise wird sich nun, wie leicht zu iibersehen ist, fiir 
das allgemeine P,(cos y) die Formel ergeben: 
(9.) BP, (cos vy) = fro + 2fn166, cos ® + 2f,2(66,)* cos 20 + --:- 

+++ + 2f,;(66,) cos jD + --- + 2f,,(66,)” cos n®. 

Dabei reprisentirt alsdann f,,; eine ganze rationale Function von u, tty, 
und zugleich eine Function, die in Bezug auf w und gw, symmetrisch ist. 
Man kann iibrigens die Formel (9.) einfacher so schreiben: 


n 


(10.) P, (cos y) = = & [nj (G6,)/ cos JO, 


i=0 


oder mit Riicksicht auf (4.) auch so: 


(f1.) 5 P,,( 6087) = 2 &ifns (VI — V1 — uw) cos j(p — 9), 
= 


wo alsdann die é’s die Bedeutungen haben: 
(12.) GH 1, & — & = & = & = & SH = 2. 
Die Functionen f,; wiirden sich durch Vergleichung der Formeln (7.) 
und (8.) sofort bestimmen lassen. Bequemer zu diesem Zwecke ist 
aber die Anwendung der fiir P,,(cos y) geltenden Differentialgleichung 
(13.) pg. 48. 

Setzt man zur augenblicklichen Abkiirzung: 
(13.) F,,; ora fnj (V1 we a 
mithin [nach (11.)]: 


ee (cos y) — = & En; (V1 — w,?)’ cos j(p = 91), 
j= 


so ergiebt sich, falls man diesen Ausdruck in jene Ditferentialgleichung 
substituirt, die Formel: 


S gj | n(n + 1)Fjy+ a (a — #) ) 


Pl Gee 
c= | (V1 — u,)’ cos j( — 9) = 0. 


Da nun diese Gleichung, deren linke Seite nach den Cosinus der Viel- 
fachen von (y — g,) fortschreitet, stattfinden soll fiir beliebige Werthe 
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von (y — g,), so miissen die Coefficienten jener Cosinus einzeln = 0 
sein. Man erhilt also: 


’) 2 OL nj 
(4) x@+DFy+ 7 (G-e) 5¥)- A= 
Substituirt man aber hier. fiir F,; seine eigentliche Bedeutung (13.), 
so ergiebt sich nach leichter Rechnung: 


15.) (m = j)(m +9 + 1) fas — 25 + 2) u a mal. ae we) = Jt 0. 
fry ist also eine ganze rationale oe von w, die nee die 
Higenschaft hat, der Differentialgleichung #(15.) Gentige zu leisten. 
Hieraus folgt sofort [Satz pg. 37], dass f,; von der Function 
P,O() = eo 
dw? 
nur durch einen constanten, a. i. von w unabhdngigen Factor sich unter- 
scheiden kann. Man erhiilt also: 
fay = BPO (u). 
Dieser yon w unabhiingige Factor B kann, weil f,; eine Function von 
w und uw, ist, nur noch von mw, abhingen, und mag demgemiss mit 
B;(u,) bezeichnet werden. Die so entstehende Formel 
fnj = Bn; (uw) Pr (w) 
kann sofort noch weiter vervolikommnet werden. 

Wir wissen nimlich [vgl. die Betrachtungen von (8.) bis (10.)], 
dass fr; symmetrisch ist in Bezug auf w und w,. Jene unbekannte 
Function B,;(u,) muss daher nothwendig = C,,;P,(u,) sein, wo C,; 
eine Constante vorstellt; sodass man also erhilt: 


fng = Cnj Pal? (uy) Pr (w)- 
Dies in (11.) substituirt, erhalt man schliesslich: 


(16.) P,, (cos vy) = 
= 3 6)04sP,  (w) Pr (uy) (V1 i vi — a) cos j(p — 9): 


Perouse gelanet man also zu folgendem Rasultate: 

Entwicklung von P,(cos vy). — Versteht man unter y die gegenseitige 
Neigung der beiden Richtungen (wu, p) und (u,, 9,), mithin unter cos y 
den Ausdruck : 

(1.) cos y = wy + V1— pw? V1 — my’ cos (p — m), 
so ist die Function P,(cos y) folgendermassen entwickelbar : 


(2) (008 7) — Se Cn; Pas(u) Pas(y) e081” — 9): 
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Hier haben P,,;(w) und Py; (u,) die Bedeutungen: 
Paj(u) = (V1— w)’ PxP(u) = (VI 


(3) ae 
Pas(uy) = Vi we PO) = V1 we) 

wnd demgemdss ist ge. B.: 

(3a.) "— Pro(w) = Pi (u) = P. (4). 


Ferner sind unter den «; die Zahlen zu verstehen: 


dP, (w) 


, 


(4.) g&=Hl, gHQgrg=yAyee = 2. 


Gleichzeitig reprdsentiren die C,; gewisse Constanten. Diese Constanten 
haben (wie im nichsten § gezeigt werden soll) folgende Werthe: 


mee Seca f 
e) Ons = Tea)? 
wo TT die Gauss’sche Function vorstellt. Demgemiiss ist z. B.: 
Coo = 1 
Cy = 1, C= = 
TQ) d il pet 1.2 , 


(5a.) 


i] 1 
1 Tes og = 
Cy = 1, Oe ieaats Css = Te3.4? 
1 ‘ 1 1 
Ceo = Lo Ost agg) Oh gate a ote prea age 


ete. ete. ete. 


Bemerkung. — Schreibt man die Function P,,(cos y), nach Maass- 
gabe der Formel (2.), der Reihe nach hin fir n = 0, 1, 2, 3, ete., so 
gelangt man mit Riicksicht auf (3a.), und indem man fiir die Con- 
stanten « und C die angegebenen Werthe substituirt, zu folgender 
Tabelle: 

P,(cos ?) aac 1, 


. : By P,, : o 
P, (cos y) = P,(u)P,(u,) + 2 (u) = ) cos . 


Po (ar ies ro) ak ae 5 
P,(cos y) = P,(u) P,(u,) + 2 =e Ral e08 9 4 9 Foal) Fos ts) 00828 


2.3 LOB S ot: ? 
: Gy Bea) sear e co) Pe m 
P, (cos 7) = Pei) Pn) as ee (“) tes Jae ae 2 
9 Ps3 (¥) P35 (uy) cos 3@ 
+2 1.2.3.4.5.6 ’ 


etc. etc. ete. 
wo ® zur Abktirzung steht fiir (» — g,). 
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§ 2. 


Nachtriaglicher Beweis*) der Formel (5.) pg. 70. 

Zur Fiihrung dieses Beweises werden wir die gegenseitige Ent- 
fernung EH zweier Punkte betrachten, die beide auf der x-Axe liegen, 
fiir welche also 4 = 9, = 0, mithin w = uw, = 1 ist. 

Wir beginnen damit, dass wir w und uw, einander gleich (aber ab- 


sichtlich noch nicht = 1) setzen. Ueberdies setzen wir der Bequem- 
lichkeit willen 7, = 1 und gy, =0, und r <1; 80 dass wir also 
folgendes Schema haben: 2 
| 6 ep 1s iS 
(A.) | uw, | = eb, 
PY; 9p, = 9 


Alsdann ergiebt sich fiir die gegenseitige Entfernung / der beiden 
Punkte die Formel [vgl. (5a.) pg. 46]: 
1 1 


B. fee oS. Sp ae 
( ) E V1 —2recosy +r? ao oS ns 


und gleichzeitig ergiebt sich aus (1.), (2.) p. 69: 
cosy =U? + (1 — p’) cos 9, 


P,, (cos y) = = 5 Cy Ps (w)|? cos jg. 
I= 
Substituirt man diese Werthe in (B.), so folgt: 


(C.) : = > S{r Cnj [Png (HP 8) cos, 


V(a+r?—2ru*)— 2r (1— p*) cosg m=O j—O 
(re 1. 


Diese Formel (C.), welche stets giltig sem wird, falls nur die Be- 
dingung r <1 erfiillt ist, soll wun benutet werden zur Bestinumung der 
Constanten C,;, und zwar in der Weise, dass man in thr die Variable 
uw = 1 macht. 

Die Formel (C.) hat die Gestalt: 


Fp) = SB Anjs cos jp, 


n=0 j=0 


*) Dieser Beweis wird hier bewerkstelligt werden nicht nach der in den 
F. Neumann’schen Vorlesungen benutzten Laplace’schen Methode, sondern viel- 
mehr nach einer etwas einfacheren Methode, die der Herausgeber ftir seine eigenen 
Vorlesungen sich zurecht gelegt hat. 


72 Viertes Capitel. 
d. i. die Gestalt [vgl. (4.) pg. 70]: 
(gy) = Avy 
+ A, + 2A,, cos 
+ A,, + 2A), cos p + 2A, cos 2p 
+ A, + 2Az, cos gm + 2A. cos2gy + 2A; cos dy 
+ ete. etc. ete. 


Multiplicirt man aber diese letzte Formel mit cos jgpdg, wo 9 eine 
der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... vorstellen soll, und integrirt tiber das Inter- 
vall g =0...2z, so erhalt man: 


27 
f E@) cosjp dp = 2x(Aj; + Aj41,) + Aites +°°), 
0 


oder einfacher geschrieben: 


n= 


22 
i x é ~ € 9 
za of Foecosiody = Ans, (wor j=. Ona ee hey 


Dieser Bemerkung entsprechend, ergiebt sich aus (C.): 


27 : 


r= 


i ‘ : cosyp dg = Sw ecyee Pi *} 
(D.) ln Ja yp? 27 w?) —2r(l — uw) cos a Y nj [ nj (w)] ? 


(wo y= 0:1, 2.87): 
Setzt man in dieser Formel*) zur Abkiirzung: 
U=1+7r— 2ru’, 
@) (pes 2r (1 rcs uw), 
und dividirt man iiberdies die Formel durch die j* Potenz von V, so 


erhilt man [vgl..(3.) pg. 70]: 


27 eek ee 


1 cos 7g dg a 'S | ere GW) | 
e) he ee real Cuils) : [PO WwPy. 


r=} 


Wir wollen nun in dieser Formel die Variable w allmdhlich zu 1 
werden lassen, indem wir zuvérderst annehmen, es sei 


uw nahezu —1, 
(G.) mithin U nahezu — (1 ae nes 
und V nahezu = 0. 


Die linke Seite der Formel (F.) ist alsdann (weil V nahezu = 0 ist) 


*) Man kann in (D.) die Variable w z. B. = 1 setzen, und findet alsdann, 
dass die Constanten C9 saimmtlich = 1 sind; ohne dabei aber Aufschluss zu 
erhalten tiber die Constanten C,; G0): 
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entwickelbar nach steigenden Potenzen von V, also in die Gestalt ver- 
setzbar: 


27 


(H) a [Bo + (F) + (eee cor ipa 
0 


vViVU 
wo ky, ky, ky, ... die schon frither (pg. 28) angewendeten Zahlen 
vorstellen : 
: 1 1.3 1.3.5 
I) ky =] ; ky = 2? ky = 2.4? ks = 2.4.6? ete. ete. 
: TJ) 


7 8iTT2j) 


Nun ist, wie sich leicht ergiebt: 


27 
[cos jp dp = (0, 
0 


27 
feosi¢ cospdg = 0, 


0 


(K.) feosjp(cospdp=0, (f=9, 1, 2, 3,...) 
0 


27 
J cos ip (cos p)i—-1dg = 0, 
0 


27 x oe 
J cos ig (cos pi dg = Ck 
0 


wodurch das Integral (H.) sich reducirt auf: 


27 
Y 008g Veg tty Jesivdy, 
(L.) 2m « E i zr ar ac aes ee) ci : ViVU ) 


so dass also die Formel (F.) folgende Gestalt erhialt: 


Oh) -< f ike an Co 


r= CL. r—J 
a y ue [P.o(u)p 
n=j 


Bringt man jetzt endlich die in (G.) begonnene Operation zum Ab- 
schluss, indem man wu, U, V geradezw die dort angegebenen Werthe 
1, 1 — 7)’, 0 annehmen lisst, so reducirt sich die Formel (M.) auf: 


es Lf (= aes zy cosyp dg aS ete ey [P, (A apt. 


1—r nj 
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Die Integration linker Hand ist sofort ausfiihrbar mittelst der letzten 
der Formeln (K.). Beachtet man itiberdies, dass zufolge (J.) und 
nach p. 37] 


ye SUCH dq Teonye=- 1 TT? (n+ J) 
Gira UNA LE = Sieg Ta) 
ist, so erhilt man: 
TG) eS [poner o= 
(N.) a—nvH = 2 { Ons sreemaey ” | : 
n=) 


Andererseits aber erhalt man direct auf Grund des Binomischen Satzes: 


T(2j) _ «Wes | Wes+t), | WEFHD » , 2 
0) @— nti T1@ + Te), |) evi 


TT (n+ 7) sans ; 
EE md 


Die Vergleichung dieser beiden Formeln (N.) und (O.) lefert aber 
sofort: 
TT ( —J) 


(Ps) On; ane T(n+j)" =~ V. 65d: 


§ 3. 
Die analytischen Ausdriticke der allgemeinen Kugelfunctionen. 
Nach unserer Definition (pg. 48) ist unter einer Kugelfunction 
n'* Ordnung von wu, m ein aus den drei Gréssen : 
e, Yi—wosp, VYl—a sing 
zusammengesetzter Ausdruck zu verstehen, welcher in Bezug auf diese 


drei Gréssen eine ganze rationale Function n** Dimension vorstellt, und 
welcher tiberdies der Differentialgleichung 


oe saa = 0 


) 5) Le eee. 
Uae Ge, 


nn+1)F or “(ae 
Geniige leistet. 

Hieraus folgt z. B., wie schon damals [(18.) pg. 49] bemerkt 
wurde, dass die von y, d. i. von w, 9, u&,, 9, abhiingende Function 
P,,(cos y) in doppelter Weise eine Kugelfunction n* Ordnung zu nennen 
ist, n&émlich sowohl in Bezug auf w, m, wie auch in Bezug auf u,, 9. 
Und hieraus folgt weiter, dass z. B. der Werth des Integrals 


i) P,(cos 7) f (p,) dg; 
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in Bezug auf w, pm wiederum eine Kagelfunction n* Ordnung vorstellt. 
Dabei kann die Function /(p,) eine ganz beliebige sein; und ebenso 
kénnen auch die Constanten A, B willkiirlich gewihlt sein. Dem- 
gemiss wird also z. B. der Werth des Integrals 


fy P,, (cos y) cos 5, dq; 
0 


eine Kugelfunction n** Ordnung sein in Bezug auf w, gy. Der Werth 
dieses letztern Integrales ist aber, wie sich aus (2.) p. 69 leicht 


wo” 


ergiebt, gleich me 
7&5 Ons Pas (w) Pus (u,) cos 5¢, 
also durch Absonderung der constanten (d. i. von w, m unabhingigen) 
Factoren reducirbar auf: 
Pris (uw) cos 5g. 
Mithin ist dieser letztere Ausdruck eine Kugelfunction n* Ordnung. 


In analoger Weise ergiebt sich, dass simmtliche Ausdriicke 
Prj(u) cosjp,  Prj(u)sinjp G=9, I, 2, 3, ...) 
Kugelfunctionen n* Ordnung sind. Gleiches gilt daher auch von jed- 
wedem Aggregat dieser Ausdriicke; sodass man also zu folgendem 

Satz gelangt: 
Erster Satz. — Versteht man unter P,;(w) die in (3.) pg. 10 defi- 
nirte Function, so werden die Ausdriicke: 


(2) P(e) COS JQ , Paj(U) sin JQ , (ji = 9, ile 2, 3, age, 


d. 7. die Ausdriicke: 


(2) Pi(w); Pari(u)cosp,  -Pai(u) sin g; 
P,2(u) cos2p, Py2(u) sin 2; 
ete. ete. ete. ete. 


lauter Kugelfunctionen n* Ordnung sein. Und Gleiches gilt daher 
auch von dem Aggregat: 
(B.) 2a [A® P,; (w) cos jp + BY P,; (w) sin jg], 

ia 


falls man niimlich unter den A, B irgend welche Constanten versteht. 
Uebrigens ist dieses Aggregat auch so darstelibar: 


(B.) APPa(W) +S [APPaj(W) 05,59 + BY Pas (q) sin jo, 
ft 
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und im Ganzen also mit (2n +1) willkiirlichen Constanten be- 
haftet*). 

Es fragt sich, ob auch der wngekehrte Satz gilt, also ob jedwede 
Kugelfunction n** Ordnung die hier in (%.), (B’.) angegebene Gestalt 
besitzen wird. 

Es sei Y,(u, p) eine ganz belicbig gegebene Kugelfunction n‘* Ord- 
nung, also eine Function, von welcher mw bekannt ist, dass sie den 
zu Anfang dieses Paragraphs angegebenen Bedingungen Gentige leistet. 
Alsdann gilt nach (27.) pg. 58 die Formel: 

+1 22 
Yn(u, 9) = oe A J Ps (cosy) Yn (ty, Pi) day dg, - 


Substituirt man aber hier fiir P,, (cosy) seinen Werth (2.) pg. 69, und 
denkt man sich sodann die Integrationen nach uw, und g, wirklich 
ausgefiihrt, so erhalt man fiir Y,(u, m) eimen Ausdruck von der in 
(%.), (8%) angegebenen Beschaffenheit. Somit ergiebt sich folgender 

Zweiter Satz. — Jedwede Kugelfunction n™ Ordnung von w, 9 
hat die in (%.), (B".) angegebene Gestalt: 


) = [AY P,;(u) cos jp + BO P,;(w) sin jg], 

d. t. die Gestalt: 

(@".) A® + SAP, ; (w) cos jp + BYP, ;(«) sin jp], 
j=} 


wo die A, B Constanten vorstellen. 

Versteht man also unter Y,, Y,, Yo, ete. irgend welche Kugelfunc- 
tionen respective von der 0%, 1*", 2°", x. s. w. Ordnung, so werden Y,, 
Y,, Y., ete. nothwendiger Weise folgende Werthe haben: 

Y, = Ay’Py(), 
(®.) Y, = A, P,(u) + (4,' cos p + B,* sin y) Ps (u), 
Y, = A,’ P,(u) + (A,' cos » + B,' sin p) Py (u) + 
+ (A,* cos2 + B,* sin 2—p) Py»(u), 
etc. etc. etc, 
Llier sind unter den A} und Bi willkiirliche Constanten zu verstehen. 


*) Man kénnte in (%.), (’.), statt der oberen Summationsgrenze , auch oo 
setzen, Die dadurch hinzukornmenden Glieder wtirden durchweg = 0 sein. Denn 
P,,(w) ist eine ganze rationale Function nte2 Grades. Folglich ist 


@ P,(u) 
dw 
Und Gleiches gilt daher auch von P.; (w). “Vgl. (3.) pg. 70. 


=0, firg>n. 
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Bemerkung. — Bekanntlich ist P,(w) = 1 [vgl. (10.) pg. 29]; so dass 

also die erste der Formeln (®.) die Gestalt besitzt: 

Y¥, = A,°? = Const. 
Mithin ist jede Kugelfunction 0'* Ordnung eine Constante. Diesen Satz 
haben wir schon friiher constatirt [vgl. die erste Bemerkung p. 49]. 

Zweite Bemerkung. — Beachtet man, dass die P,,;(w) den Factor View 
enthalten [vgl. (3.) pg. 70], und dass dieser Factor fiir # —=-- 1 ver- 
schwindet, so ergiebt sich aus den Formeln (®.) sofort, dass 

Veta ope at eee Yee GhC. 
fiir w = + 1 constante Werthe haben, d. h. Werthe, die nicht nur von up, 
sondern auch yon @ unabhingig sind. 

Dritte Bemerkung. — Die Function P, (cos y) ist [vgl. pg. 49] eine Kugel- 
function nt* Ordnung sowohl fiir w, g, als auch fiir u,, g,. Zufolge unseres 
letzten Satzes muss sie daher z. B. mit Bezug auf uw, @ die in (@.), (C’.) 
angegebene Gestalt haben. Dass solches aber in der That der Fall ist, 
zeigt ein Blick auf die in (2.) pg. 69 fiir P, (cos y) gegebene Darstellung. 


§ 4. 
Die Integraleigenschaften der Kugelfunctionen. 


Wir wollen zuvérderst die Integraleigenschaften der allgemeinen 
Kugelfunctionen Y,(w, p) kurz recapituliren, und sodann zur Betrach- 
tung speciellerer Falle iibergelfen. Die bereits gefundenen Satze [vel. 
pg. 57, 58] lauten folgendermassen: _ 

Erstens. — Sind Y,(u,p) und Yn, (uw, yp) wgend zwei Kugelfunc- 
tionen resp. von den Ordnungen n und n,, so ist: 


+122 
(I) JS Sf Yule 9) Yn, (u, p)dudp =0, falls n+ n,. 
P —i1 0 
Demgemiiss ist z. B.: 
+192 
(a) ff f¥.,p)dudp=—9, falls n+0. 
—i 0 


Zweitens. — Ist Y,(u, p) wgend eme Kugelfunction n** Ordnung, 
so findet die Formel statt: 


ie ag 4a 
(IL) J ff Pn(oos v) Yn(w, 9) dude = gay Ya (ts 91)5 
0 


—1 
dabei bezeichnet y die Neigung der variablen Richtung (w, p) gegen wgend 
eine feste Richtung (4, 9): 
Specielle Fille der Functionen Y,(w, p), Yn, (wu, y) sind z. B. 
P,,(u), Pn, (w); [vgl. QQ, QU) pg. 75]. Bringt man aber die Formeln 
(L), (1a.), (II.) auf diese speciellen Fille in Anwendung, so erhilt man: 


Aq 
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fil Ia 


bf 4} P, (w) Pr, (w)dudg =0, falls = %;, 


li { P,(w)dudp =0, falls n+: 0, 


—l 0 


+122 
Sees - ; 4x 
» AG ) — 5 J 
| J P, (cos y) Pr (wu) dud = 5, or Peat 
—l 0 
In diesen Formeln sind, falls man in der letzten fiir P,, (cos y) die Ent- 
wicklung (2.) pg. 69 substituirt, die Integrationen nach g sofort aus- 
fiihrbar. Man erhiilt in solecher Weise: 
+1 
J P,(u) Pa (udp =0, falls n=-n,, 


~1 


1 


+} 
| P,(a)du=0, falls n=-0, 
—1 


+1 
Sere Ga 4 
22 & Cro Pro(@) J Pio(w) Pr (uw) du = =F = : P(e). 
a) 


Beachtet man nun, dass [vel. pg. TO] 
&=1, Co=1 und Bo —F, 
ist, so gelangt man schliesslich zu folgenden Formeln. 
Formeln fiir die Functionen P,. 


ey 
(1.) | P,(u) Pa, (u)du = 0, falls n= n,; 
= 


a 
(la.) J P,(u)due=0, falls »=-0; 
= 


+4 


. > 9 

(11) JPOP de = eT 

Dabet kann tibrigens die Formel (la.) angesehen werden als der aus der 
Formel (1.) fiir n, = 0 resultirende Specialfall. 

Man kann nun ferner in den zu Anfang dieses Paragraphs an- 
gegebenen Formeln die Kugelfunctionen Y,(u, 9), Yn,(w, m) auch 
ersetzen durch die in (Ql), (QU.) pg. 75 aufgefiihrten specielleren Kugel- 
functionen P,;(4)cos jm und P,,;(w) cos jg. Alsdann gelangt man, 
was hier nicht weiter ausgefiihrt werden soll, zu folgenden Formeln. 
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Formeln fir die Functionen P,,;. 


i 
(L.) ui Prj(W)Pni(u)du = 90, falls n=— 1, ; 
— 4 
od 
(Ia.) J Palade = 0, falls n +- 0; 
+1 
oe Tilney) 
(II.) a [ Pri(w)h de 2n 28 1 T(n—j) 
Von diesen pee sind die beiden ersten giiltig fiir jedwede Zahl 
j =9, 1, 2, 38, 4, ..., wie gross dieselbe guch gedacht werden mag *). 


Hingegen ist die dritte nur dann anwendbar, wenn j <n ist. 
Bemerkung. — Die Formel (II.) pg. 77 lautet, falls man uy, 


fiir u, m schreibt, folgendermassen: 
+122 


4 
J Jf Pn (08 Yo1) Yn (uo, Po) tho IP) = 354g Yn (tus P)s 


—10 
wo alsdann y,, die gegenseitige Neigung der beiden Richtungen (uy, 9,) 
und (u,, m,) vorstellt. Da nun Y, (uo, ,)) jede belicbige Kugelfunction 
n** Ordnung sein darf, so kann man fiir dieselbe z. B. auch P, (cos yg) 
nehmen, indem jman dabei unter 7, die Neigung von (u, g)) gegen 
irgend eine feste Richtung (u,, m,) versteht; und gelangt alsdann zu 
folgender Formel: 

+1 27 
(F.) ilies (COS 71) Pn (COS Yo) dy dy = os P,, (cos 72). 


=) 
Hier Pear alsdann y,, die gegenseitige ae zwischen irgend 
zwei festen Richtungen (u,, p,) und (u,, m,); wihrend y,, und y,, die- 
jenigen Winkel vorstellen, unter denen die variable Richtung (uy, po) 
‘ gegen jene beiden festen Richtungen geneigt ist. 


§ 5. 
Beilaufige Betrachtungen.**) 
Die Functionen P, = P,(u), P, = P,(u), Pe = Po(u), ete. haben 
bekanntlich [vgl. (10.), (11.) pg. 29] Werthe von der Form: 


- 


9 = ue ? P, ees 
P,= Aw’ + Bo’, P= Ap? + By, 
GQ) \ P= Ce + Dut + Ew, |B, — Cw + Dw + Ep, 
| ete. etc, etc. etc. 


woA, B,C, D, E,...und A, B,C, D, EF, ... Constanten. sind. 


*) Wie man solches leicht erkennt mit Rticksicht auf die Note pg. 76. 
#*) Dieser Paragraph ist eingeschaltet worden vom Herausgeber, 
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Berechnet man aus den Formeln linker Hand successive u°, uw’, u,..., 
und aus denen rechter Hand successive w!, w*, uw? ..., so erhalt man 
p= Py, w= PP, 
9 uw = oP, + BP, w=aP, + PP,, 
C) | —pP,+aR+eP,, l= 7P+0R,4+¢8, 
etc. etc., etc. etc., 
wo die a, B, y, 0, ¢,... und a, B, y, oO, €&,... wiederum Con- 
stanten sind. 
Bezeichnet also q eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., so wird die 
Potenz uw’, je nachdem q gerade oder ungerade ist, entweder aus 
Py(u), P,(u), P,(u), Pe 2k ac P,—2(u), P,(u), 
oder aus 
Pu), Pye), Ps(u), » . » Py-alu), Po(u) 


zusammensetzbar sein. Beide Falle zusammenfassend, gelangt man zu 
foleendem Satz: 

Ist q wgend eme der Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., so wird stets die 
Formel. stattfinden: 
(3) wt = WUP,(w) + BP,-2(u) + CP, alu) ++ + SPW), 
wo U, B, ©, ... & gewisse Constanten vorstellen, und wo 2 = 0 oder 
= 1 ist, je nachdem die Zahl q gerade oder ungerade. 

Multiplicirt man die Formel (3.) mit P,,(u)dw, und integrirt iiber 

= —1----+ 1, so erhalt man: 


ai eH] / +1 
J wt Pn(w) de = Uf P,(w)Pr(u) du + Bf P,—2(u) Pr (w) du 
—1 —1 —1 


pi 
a CP —a(u) P,(u)du +--- 


Die Integrale rechts werden aber [nach (I.) pg. 78] simmtlich = 0 
sein, falls man voraussetzt, dass » mit keiner der Zahlen 
Dy Dis 2 a toe ees 
coincidirt. Man gelangt somit zu folgendem Satz: 
Sind n und q irgend zwei Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, 3, 4, ..., 
so wird das Integral 


+1 
(4.) J wt Pr (w) du 


a 
stets = 0 sem, falls n mit keer der Zahien gq, gy —2, qa—4,... 
comecdirt. 
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Oder ein wenig anders ausgedriickt: Das Integral wird stets = 0 
sem, falls q mit keiner der Zahlen n, n+ 2, n+ 4, ... coineidirt. 

Die Méglichkeit einer solehen Coincidenz ist aber von vornherein 
abgeschnitten, wenn man weiss, dass ¢<7n ist, oder wenn man weiss, 
dass die Zahlen gq und n ungleichartig (die eine gerade, die andere 
ungerade) sind. Demgemiiss kann man z. B. folgenden specielleren 
Satz hinzufiigen: 

Sind n und q irgend zwei Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, 8, 4,... 
so wird das Integral 


44 
(5.) J wt Pr(w) du 
= 


stets =O sem, falls q <n ist. 

Will man alle Integrale der in Rede stehenden Form haben, so 
sind noch diejenigen Fille zu untersuchen, in denen eine der in (4.) 
genannten Coincidenzen stattfindet. Mit andern Worten: Es sind als- 
dann noch folgende Fille zu untersuchen: 


ey 


+1 41 ae 
(6.) Jf wP.(w) du, A | aE, (ae) ae, y ur t4P,(u)du, ete. ete. 
ay. = = 


Zu diesem Zweck gehen wir aus von der Formel CII.) pg. 78: 


aed 
; fs 
an sab P, (uw) Pa(u) de, 
und substituiren hier fiir das erste P,,(w) den bekannten Werth [vgl. (11.) 
pg. 30]: , 
P,(u) = Anp™ + B,ur—? + Cyyr—4 +++ 
Alsdann ergiebt sich: 


os a 
sepa ef we P.(w) du + By f w—*Pa(w) de 


LORS 
=! om 


aI 
+O, f wr—*P,(u) du + --- 
=f 


In dieser Formel aber sind, zufolge des Satzes (5.), die mit B,, Ch, 
D,, ... multiplicirten Integrale simmtlich = 0; so dass wir also 
erhalten: 
a 
2 n 
eet An fu P, (uw) du. 


Substituiren wir aber hier fiir A, seinen bekannten Werth |[vgl. (12.) 


OO: 
pg. 30] -~ 


me ainow 
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so erhalten wir: 


+1 
“Ww P 2 2) era 
us 3 Ret) de +1 T@n) ~~ (Qn 4 1) 


Hiermit ist das erste der Integrale (6.) berechnet. In analoger 
Weise wird man die Werthe der dibrigen Integrale (6.) finden kénnen; 
worauf aber hier nicht weiter eingegangen werden soll. 


8 6. 
Methoden zur Entwicklung einer gegebenen Function nach 
Kugelfunctionen. Erste Methode. 


Wir haben bereits friiher gesehen, dass eine beliebig gegebene 
und durchweg endliche Function f(u, m) stets, und stets nur auf 
cinerlei Art nach Kugelfunctionen entwickelbar ist. [Vgl. die Sitze 
pg. 55 und 59.) Es handelt sich nun um die wirkliche Ausfiihrung 
dieser Entwicklung: 


(i) fe, ©) = Yo, ea Yo Se 

d. i. um die Bestimmung der Y’s. Substituirt man zuvorderst fiir die 

Y’s ihre eigentlichen Bedeutungen, d. i. die Ausdriicke (D.) pg. 76, 

so erhalt man: 
(2.) f(u, 7) aaa 
= A,’ Py(u) 
+ Ay’ P,(u) + (A,* cos » + B,* sin g) P,,(u) | 
++ A,°P,(u) + (As? cos » + B,' sin p) P,, (wu) + (A,” cos 2p + B,” sin2¢—) Poo (w) 
Fin eb, eL¢. etc. 

E's handelt sich also darum, die Constanten A, B wirklich zu berechnen, 

fiir den Fall, dass die Function f(u, ») gegeben ist. 

Um zuvorderst die A’s der ersten Verticalreihe zu finden, multi- 
pliciren wir die Formel (2.) mit P,(w)duwdg, und integriren sodann 
tiber die ganze Kugelfliche, d.i. tiber «= —1---+ 1 undg=—O-:: 2a. 

In solcher Weise erhalten wir: 

+1 22 


ah ff, 7) P,,(w) du dg — 


—1 0 
+1 22 


= Jf [Ad Poe) + AvP, (w) + Ae? Pel) ++ Pale) dedg, 


also mit Riicksicht auf (I.), CII.) pg. 78: 


+1 27 
ie) ei J fe, 9) Pa(w)dudg = We: 
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Um ferner die A’s irgend welcher andern Verticalreihe zu finden, 
multipliciren wir die Gleichung (2.) mit P,;(w) cos jgdudg, und inte- 
griren sodann wieder iiber die ganze Kugelfliiche. In solcher Weise 
erhalten wir, mit Riicksicht auf (1), (IL) pg. 79: 

+1 2z 

Pad TT : 
8) ff fe 9) Pas(e) cos pdude= Ae 45 Hat? G> 9): 
Diese beiden Formeln («.) und (8.) sind, unter Anwendung der ¢’s 
[(4.) pg. 70], zusammenfassbar in eine Formel, niimlich darstellbar durch 
die erste Gleichung des Sebi Formelpaares: 
| (n+ te, Tm Sane 
Aj = ——- WED « PC ~) Pa; (u) cos jpdudg, 


3) (Qn + 1)e. Tin —j) h! 22 
; n g; nF aS me 
BY = = ne ear ae yp) Pj (w) sin jpdudg. 


Die zweite Gleichung dieses Formelpaares ergiebt sich in analoger 
Weise. 

Diese Methode zur Bestimmung der A,’, B,’ hat die Unbequem- 
lichkeit, dass man dabei die Integration nach q fiir jedes einzelne 
A,/ oder B,/ immer wieder von Nevem auszufiihren hat. Dies ver- 
meidet man bei Anwendung der jetzt zu exponirenden zweiten Methode. 


§ 7. 
Zweite Methode. 


Man entwickelt die gegebene Function f(u, gm) zuvorderst nach 
den Cosinus und Sinus der Vielfachen von o: 


(4) flu, 9) =O) + G, 008 p + CG, cos 2p-++ + G, cos jp ++ 

+ S, sin mp + S, sin 2gp----+ S;sin jp +-:::- 
Alsdann sind die C, S Functionen von uw, und bestimmbar mittelst der 
Formeln: 


é. 2a ‘ 
G= 5 J fe g) cos jpdg, 
(5.) 
5, -- fe f'tte y) sin jpdg, 


wo die e's ihre gewéhnliche Bedeutung haben [vgl. (4.) pg. 70]. 
Vergleicht man nun die Formel (4.) mit der friiheren Formel (2.), 
so ergiebt sich sofort, und zwar fiir jedwedes j (inclusive j = (): 


(6.) C; ram Aj P;;(w) aig Ai) P541,;(t) i Ai 42 P342,;(u) ony, 
S; = BYP,;(u) + Bis Pi+s; (%) + Bite Pita, +e: 
6# 
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Multiplicirt man diese Gleichungen mit P,,;(u)dw, und integrirt tiber 
w= —1---+1, so erhilt man mit Riicksicht auf (I.), (IL) pg. 79: 


Brew 
Tey: ) Re Tse) 
J Oi Pas (w) di Ay an +1 Ti(n —Jj)’ 
ill ~ 


sei! 
f 8; Paj(w)du= B 
1 


, 2 TM t+a, 
* On a-1 Tin — J)? 


so dass man also fiir die A,’, B,% folgende Werthe erhilt: 


Bie 
: 2n +1 1I(n — ¥) ' 
A, See a TT (n ee j) iM: G; Png (u) du, 


(1.) 


+1 
2n+ 1 T(r — J) ey 


Bei Anwendung dieser zweiten Methode wird man also zuvorderst 
die von w abhingenden Functionen C;, S; mittelst der Formeln (5.), 
sodann aber die Constanten A,’, GB,’ mittelst der Formeln (7.) zu be- 
rechnen haben. 


Bemerkung. — Hiaufig handelt es sich darum, eine unbekannte 
Function f(u, y) nicht durch theoretische Betrachtungen, sondern viel- 
mehr auf Grund irgend welcher Beobachtungen zu bestimmen. Versteht 
man z. B. unter f(u, p) die Temperatur an der Erdoberjldche, so werden 
die Constanten A,’, B,’ zu bestimmen sei auf Grund einzelner, etwa 
an den Stellen 


(Ur, Pr), (Ue, Po), (Us, Ps), - - + Ua, Ha) 


angestellten Beobachtungen. Hs handelt sich alsdann darum, jene 
Constanten A,’, Bb,’ mittelst derjenigen G Gleichungen zu finden, die 
aus der Formel (2.) fiir jene G Beobachtungsstellen sich ergeben. Zu 
diesem Zwecke wird man die genannten G Gleichungen, durch Ver- 
nachlissigung der hdheren Terme, so weit zu reduciren haben, dass 
die Anzahl der in ihnen enthaltenen Constanten A,’, BD,’ gerade = G 
ist, und sodann dieselben nach diesen G Constanten aufzulésen haben. 

Dieses im Allgemeinen sehr miihsame Geschift der Auflosung der 
Gleichungen kann wesentlich erleichtert werden durch eine zweckmdssige 
Auswahl der Beobachtungsstellen; wie solches spiter (im siebenten 
Capitel) niiher dargelegt werden soll. 


Bs 
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§ 8. 


Betrachtung des besonderen Falles, dass die nach Kugelfunctionen zu 
entwickelnde Function nur von einem einzigen Argument abhangt. 


Die angegebenen Entwicklungsmethoden sind anwendbar auf eine 
beliebig gegebene Function f(w, ), falls nur dieselbe auf der Kugelfliche 
iiberall endlich ist, also z. B. anwendbar auf das Product: 


f(u, 2) as F(u) cos Og, 
falls nur E(w) endlich ist im Intervall w—=—1----+ 1. In diesem 
speciellen Falle ist offenbar die in (4.) enthaltene Function C, identisch 
mit /’(w), wiihrend alle tibrigen C und S gleich Noll sind. Demgemiiss 
ergiebt sich in diesem Falle aus (6.): 
F(w) = 6; = As? Ps5(u) + Ag? Pos (u) + Ap°Prs(e) + --- 
Und diese Formel zeigt also, dass die Function E(w) entwickelbar ist 
nach den Functionen: 
Prsltt), Pyle), Pya(w), ete. ete. 

Die Zahl 5 war hier offenbar ad libitum gewihlt. Nimmt man 
statt der 5 irgend welche andere Zahl 0, 1, 2, 3, etc. oder allgemein j, 
so gelangt man zu folgendem Resultat: 

Eine im Intervall w ="—1----+ 1 endliche, sonst aber beliebig 
gegebene Function F'(u) ist stets entwickelbar nach den EF unctionen: 
Pro (tH), Pio (4), Poo(u), ete. ete, d. .*) nach den Functionen: 


(8.) Pov), P,(u), P2(w), ete. ete. 
Desgleichen ist eine solche Function F(w) stets entwickelbar nach den 
F'unctionen: 


(9.) Pi), Pa(u), Ps, (u), ete. ete. 
Allgemein: Sie ist stets entwickelbar nach den Functionen 
(10.) Py(w), Pj4ij)(4), B+2,;(w), ete. ete, 


wober j eine ad libitum zu wihlende Zahl vorstellt. 


*) Vel. (8a.) pg. 70. 
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Ueber die Gleichgewichtsfigur einer rotirenden incompressiblen 
Fliissigkeit. 

Wir wollen die Theorie der Kugelfunctionen jetzt auf physikalische 
Fragen in Anwendung bringen, nimlich die Gleichgewichtsfigur einer 
rotirenden incompressiblen Flissigkeit zu bestimmen suchen. Diese Be- 
trachtung wird zugleich von Wichtigkeit sein fiir die Frage nach der 
Figur der Erde. 


1. 


Sp 


Ueber die zum Gleichgewicht erforderliche Oberflichenbedingung. 


Soll eine gegebene incompressible Fliissigkeit im Gleichgewicht 
sein, so muss in jedem Punkte der Oberfliiche die daselbst einwirkende 
Kraft gegen die Oberfliiche senkrecht sem. Bezeichnet man also die auf 
einen Oberflichenpunkt m(a, y, 2) emwirkende Kraft mit (mX, mY, mZ), 
und irgend eine benachbarte Oberflichenstelle mit (# + dz, y+ dy, 
z2-+dz), so muss die Gleichung stattfinden: 


(1.) mXdxz + mYdy + mZdz=0. 

Wirken auf die Fliissigkeit ieime dussern Krifte ein, kommen also 
nur diejenigen Krifte in Betracht, welche die einzelnen Fliissigkeits- 
theilchen gegenseitig aufeimander ausiiben, so ist 


f av 
mX = mk a aes 

é OV 
(@.) Wd ey = mk oy 4 


mZ = mk al ; 
ae 


o 


wo V das Potential der ganzen Fliissigkeit auf den Punkt (w, y, 2) 
vorstellt, und wo & eine positive Constante bezeichnet. Hs ergeben 
sich diese Formeln (o.) aus (10.) pg. 4, falls man nur beachtet, 
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dass die dortige Constante f im gegenwiirtigen Falle = — k ist [vgl. 
(4.) pg. 3], und ferner beachtet, dass die dort mit X, Y, Z benannten 
Kraifte gegenwirtig mit mX, mY, mZ bezeichnet sind. 

Doch gelten die Formeln (a.) nur fiir den Fall der Ruhe. Befindet 
sich die Fliissigkeit in Rotation um eine bestimmte Axe, z. B. wn die 
u-Axe des Coordinatensystems, so sind die Wirkungen der Centrifugal- 
kraft mit in Rechnung zu bringen; so dass man alsdann an Stelle der 
Formeln (a@.) folgende erhilt: 


V 7 
mX = mk : = mM oe P 
Cx wv Cx 
: av ow 
(p.) mY = mk ep) a 08 va ar pee 


: OV OW 
mZ = mk Be 1 mes mM EI) 
wo ¢ das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit bezeichnet, und W die Be- 
deutung hat: 


Paatt, (y? + 2%) 
(y.) Ware Tyas ae Hy, 


Die Oberfldchenbedingung (1.) gewinnt alsdann, durch Substitution 

der Werthe (f.), folgende Gestalt: 
Ae da oa Sy dy + & dz =0; 
woraus folet, dass W lings der Oberfliche constant sein muss. Dem- 
gemiiss gewinnt also jene Ober{liichenbedingung die Gestalt: 
W = Const., 

oder, falls man fiir W seine eigentliche Bedeutung (y.) substituirt, 
folgende Gestalt: 
(2.) kV + eases == Const. 


Ox 


Es handelt sich also darum, diejenige Figur der Fliissigkeit zu 
finden, welche dieser Oberfldchenbedingung (2.) wirklich entspricht. Die 
allgemeine Lésung dieser Aufgabe ist sehr schwierig, und bis jetzt uns 
vollig verborgen. Wir wissen nicht einmal, wie viel Gleichgewichts- 
figuren moglich sind. Zu den als moglich erkannten gehdren ellypsor- 
dische und ringformige Figuren, deren Form Laplace bestimmt hat. Ja 
es sind als Gleichgewichtsfiguren sogar mehrere Hllipsoide, und selbst 
ein dreiaxiges zu nennen, wie Jacobi entdeckte. Wir sind also durchaus 
nicht zu der Vorstellung berechtigt, dass die in Rede stehende Gleich- 
gewichtsfigur unter allen Umstinden eine Kotationsfigur sein miisse. 

Wir werden im Folgenden zeigen, wie man auf Grund der Be- 
dingung (2.) den Gleichgewichtszustand wirklich zu bestimmen vermag, 
— yorausgesetzt, dass die gegebene Rotationsgeschwindigkeit sehr klein ist. 
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§ 2. 
Weitere Betrachtungen. Voraussetzung einer sehr geringen 
Rotationsgeschwindigkeit. 

Es handelt sich um den Gleichgewichtszustand einer sich selbst tiber- 
lassenen®) rotirenden Fliissigkeit, also um einen Rotationszustand, der 
in infinitum fortdauert, — falls man nur voraussetzt, dass die Fliissig- 
keit auch im weiteren Verlaufe der Zeit bestiindig sich selbst tiberlassen 
bleibt. Dieser Zustand witirde aber offenbar auch dann noch in un- 
geiinderter Weise fortbestehen, wenn man in irgend einem Augenblicke 
die einzelnen Fliissigkeitstheilchen zu je zweien durch starre Linien 
verbinden, und so die Fliissigkeit in einen starren Koérper verwandeln 
wollte. Hieraus folgt sofort**), dass der Schwerpunkt der rotirenden 
Flissigheit auf der Rotationsaxe legen muss. . 

Dieser Schwerpunkt der Fliissigkeit mag dem bereits eingefiihrten 
Coordinatensystem (x, y, 2) zum Anfangspunkt dienen. Hs soll also die 
xv-Axe identisch sein mit der durch den Schwerpunkt. gehenden Rota- 
tionsaxe. Und gleichzeitig sollen die beiden andern vom Schwerpunkt 
ausgehenden Axen, niimlich die y-Axe und die z-Axe theilnehmen. an der 
Rotation der Flissigkeit. Ferner sei M die Masse der Fliissigkeit; und 
diese Masse sei so gross, dass sie im Zustande der Ruhe eme Kugel 
vom Radius A erfiillen wiirde. Also: 


(3.) M= =74 4s, 


wo q die constante Dichtigheit der He oes vorstellt. 

Setzt man nun voraus, die gegebene Rotationsgeschwindigkeit sei 
sey klem, so wird die Gleichgewichtsfigur der rotirenden Fliissigkeit 
ein nur sehr wenig von der Kugelform abweichendes Sphiroid sein, 
mithin® die Oberfliiche dieses Sphiiroids darstellbar sein durch eine 
Gleichung von folgender Gestalt: 


4.) R= Aft as af (u, p)| > 

wo A die in (3.) genannte Constante, und « eine noch unbekannte 
sehr kleme Constante vorstellen. Dabei repriisentiren R, u, p die Polar- 
coordinaten irgend eines Punktes jener Oberfliiche, und f(u, m) eine 


*) Wir nennen die Fliissigkeit eine sich selbst iiberlassene, weil auf dieselbe 
keine iussern Kriifte einwirken sollen, 

**) Wir stiitzen uns hier auf einen bekannten Satz der Mechanik, der 
folgendermassen lautet: Soll ein sich selbst wiberlassener starrer Korper bestindig 
um cin und dieselbe Axe rotiren, so muss diese Axe durch den Schwerpunkt 
gehen, und identisch sein mit einer der dem Schwerpunkt entsprechenden Haupt- 
axen des Korpers. Auch der letzte Theil dieses Satzes liesse sich fiir unsere Unter- 
suchung verwerthen. Doch werden wir von demselben keinen Gebrauch machen, 


at 
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noch unbekannte Function. Ob das Sphiroid in Bezug auf die Rota- 
tionsaxe symmetrisch ist oder nicht, — dartiber kiénnen wir, angesichts 
der Jacobi’schen Entdeckung pg. 87, a priori kein Urtheil abgeben. 
Méglicherweise kénnte ja dasselbe die Gestalt ees nur wenig von der 
Kugelform differirenden dreiaxigen Ellipsoids haben. 

Denkt man sich nun die unbekannte Function f(u, ») nach Kugel- 
funetionen entwickelt: 


f(u, p) == Yo + Yiu wp) + You, v) + Y3(u, 9) +-- 
ihe ie f(u, p) = os Yn (w, P); 


ae 


(5.) 


so handelt es sich darum, die in dieser Entwicklung enthaltenen Y’s, sowie 
auch die Constante a, wirklich zu bestimmen auf Grund der Oberfldchen- 
bedingung (2.). Dabei sind A und ¢ als gegebene Constanten anzusehen. 
Da nun «, und ebenso auch « sehr klein ist, so werden bei Behandlung 
dieser Aufgabe die Grissen &, 0? und ea zu vernachlassigen sein. 
Bevor wir die Autgabe selber in Angriff nehmen, sei noch Kolgen- 
des bemerkt: Erhebt man die Formel (4.) zur h‘" Potenz, wo h irgend 
eine positive oder negative Zahl sein soll, so erhalt man (weil a? zu 
vernachlissigen ist): 
(6.) Rt = A'(l + hef(u, p)]. 
Substituirt man hier fiir f(t, gm) den Werth (6.), so ergiebt sich: 


Ri = Al (1 + hea Y,) + ha Y,(u, p) + he Y,(u, ) +-+-]. 


Dies aber ist offenbar ee nach Kugelfunctionen fortschreitende Ent- 
wicklung, die man auch so schreiben kann: 


(7.) Bie a Yn (u, 9); 
n=0 


wo alsdann die aufeinanderfolgenden Kugelfunctionen Y,)(u, p) fol- 
gende Werthe*) besitzen: 


Y, = A'(1+hoY,), 
(7a.) Y,(u, p) = Atha Y,(u, @), 
YO (u, p) = A*ha Y,(u, 9), 

ete. ete. 


Bildet man die Formel (6.) successive fiir irgend zwei Stellen 
(R, wu, p) und (R,, u,,9,) der Spharoidoberfliche, und subtrahirt man 
die so entstehenden beiden Gleichungen von einander, so erhilt man: 


*) Kine Kugelfunction 0" Ordnung ist bekanntlich [vgl. die erste Bemer- 
kung pg. 49] stets eine Constante. Aus diesem Grunde sind z. B. in den Formeln 
(5.) und (7a.) bei Y, und Y, die Argumente (u, ) fortyelassen. 
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R' 5 R,! : ; 
BABY _ salu, 9) — fle, 90): 
Multiplicirt man diese Formel endlich mit der aus (6.) entspringenden 
Gleichung: ; 
hy a Ail + jof(,, 1)), 
und beachtet man dabei, dass @ vernachliissigt werden soll, so er- 
giebt sich: 
Ri — Rie aye Ree he 
5 RY = Al Ha [fle, ») — Mer, PI, 
oder, was dasselbe ist: 


he h 
(8) HO Rim AheF, 


wo alsdann J’ die Bedeutung hat: 
(8a.) I= f(u, Q) — f(t Q,)- 
In (8.) bezeichnet 7, ebenso wie h, eine ganz beliebige positive oder ne- 
gatwe Zahl. 
S35. 
Discussion der Oberflachenbedingung. 

Um die Oberfliichenbedingung (2.) unsern Zwecken dienstbar zu 
machen, miissen wir die linke Seite derselben nach Kugelfunctionen 
zu entwickeln suchen. 


Bezeichnet man die Polarcoordinaten irgend eines Fliissigkeits- 
theilchens m(a, y, 2) mit (@, w, p), setzt man also: 


“c= Ol, 
(9.) y=oVi— cog, 
2=oV1—wsing, 
so wird y’? + 2* = e*(1 — wu’), oder, was auf dasselbe hinauskommt*): 
2 2 2@° 
yt =F | Pw) — Pw] 


Ist nun insbesondere der betrachtete Punkt (a, y, z) ein Oberfléchen- 
punkt des Spharoids, so sind seine Polarcoordinaten nicht (@, u, 9), 
sondern (R, uw, pm) [vgl. (4.)]; so dass man in diesem Falle erhiilt: 


y +e ae aoe P,(u)]. 


Demgemiass gewinnt jene fiir alle Oberfldchenpunkte des Sphiiroids zu 
erfiillende Gleichung (2.) folgende Gestalt: 


*) Denn es ist Fy (wv) = 1 und 12, GQ= 12 | ae: 


5 Vgl. (10.) pg. 29. 


ao 
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kV + + | P,(w) — P,(u)] = Const. 


Und diese Gleichung ist, falls man fiir R? seinen aus (6.) entspringen- 
den Werth: 

FE? = A*[1 + 2af(u, »)] 
substituirt, und beachtet, dass e« zu vernachliissigen ist, auch so dar- 
stellbar: 


(10.) kV + se | P,(w) — P, («)| = Const. 


Wir werden also die linke Seite dieser Obeffliichenbedingung nach Kugel- 
functionen entwickelt haben, sobald es uns nur gelingt, das Potential 
V einer solchen Entwicklung zu unterwerfen. 

Wir markiren auf der Oberjliiche des Sphiroids irgend einen Punkt 
(R,, &, Y:) und bezeichnen den Werth des Potentials V speciell fiir 
diesen Punkt mit V,. Um dieses V, niher zu bestimmen, legen wir 
durch den Punkt (R,, u,, ,) eine Hiilfskugelfliiche, deren Centrum im 
Schwerpunkte des Sphiroids d. i. im Anfangspunkte des Coordinaten- 
systems sich befinden soll, und deren Radius also = R, ist. Diese 
Kugelfliche wird die Sphiroidoberfliche in irgend welchen Curven 
schneiden, der Art, dass die Sphiroitdoberfliche theils ausserhalb, theils 
innerhalb der Kugelfliiche ljegt. Demgemiss ist, was die Volumina 
betrifft: 

(Sphiroid) = (Kugel) + %&% — %. 
D. h.: das Sphiroid entsteht aus der Kugel durch Hinzufiigung gewisser 
Stiicke, deren Gesammtheit 2% heissen mag, und durch Fortnahme ge- 
wisser anderer Stiicke, deren Gesammtheit mit 3 bezeichnet werden 
soll. Dabei sind all’ diese Stticke von sehr geringer Dicke, weil die 
Sphiroidoberflache von der Hiilfskugelfliche nur sehr wenig abweicht. 

Uebrigens mégen unter % und §, je nach Umstiinden, bald die 
Volumina der eben genannten Stiicke, bald aber auch die denselben 
entsprechenden Theile der Hiilfskugelfldche verstanden werden. Im letztern 
Falle wird alsdann 2% denjenigen Theil dieser Fliiche reprasentiren, 
welcher von den Stiicken % bedeckt ist, und 3 denjenigen Theil der- 
selben, welcher von den Stiicken § bedeckt ist; der Art, dass die 
Flachentheile 2 und G zu einander complementar sind, namlich zu- 
sammengenommen die ganze Hiilfskugelflache reprisentiren. 

Das Potential V, des Sphiaroids auf den Punkt (R,, u,, p,) kann 
dadurch erhalten werden, dass man zunichst das Potential der Kugel 
auf diesen Punkt bildet, sodann das Potential der Stiicke % hinzu- 
addirt, und endlich noch das Potential der Stiicke 3 subtrahirt. Be- 
zeichnet man also irgend ein zu % oder 3 gehdriges Volumelement 
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TS 


mit @’dedudg, und den Abstand dieses Hlementes vom Punkte 
(Ri, U4, P,) mit H, so erhailt man: 


Rs oe elas Q Bele 
(f) art ae eaten ne : 


die Integrationen ausgedehnt gedacht tiber alle Elemente von YU, resp. 


von 3. Hieraus folgt, falls man fiir + die bekannte Entwicklung 


iH 
[pg. 46] substituirt, und tiberdies durch qg dividirt: 
i AnR,? 
(g) = eB 4 


P,, (cos 1) RB," dodudg (cos oe dedudg | 
SU = L- 


wo y die Neigung der Pea Richtung (wu, mp) gegen ea feste Rich- 
tung (u,, ~,) bezeichnet. Die Integrationen nach @ sind sofort aus- 
fiihrbar. Bezeichnet man den der Richtung (wu, gm) entsprechenden 
Radiusvector der Sphiroidoberfliche, wie gewéohnlich, mit F, so ist bei 
Y zu integriren von 9 = R, bis 9 = RL, hingegen bei J umgekehrt 
von 9o=Ff bis 9 = R,. Demgemiass erhalt man: 

4nR,? 


(h.) = Ate 


Reta Roe 
s ss | ae = S R"| P,,(cos y)dudg 
ae 


n=0 ce ane ee 5 i. Rt (= ye] P,,(cos y)dudg 


wo das eine Integral iiber den mit % bezeichneten Theil der Hiilfs- 
kugelfliiche, das andere iiber den mit 3 bezeichneten Theil dieser 
Fiche ausgedehnt zu denken ist, 


In der Formel (h.) ist nun das erste Glied rechter Hand 
4 
= — A* [1 + 2ef(u, 9) 


[vg]. (6.)]; wihrend andererseits die in (h.) in den eckigen Klammern 
enthaltenen Ausdriicke beide = A’aF sind [ygl. (8.)]. Somit folgt: 


(i) = Att + 20f(u, oD) + 
f- aA Sy ils FP, (cos y)dudg + ff, Pa (cos v) dudg} - 


Die hier auftretenden Integrale erstrecken sich iiber zwei Theile der 
Hiilfskugelfliiche, die zu einander complementar sind, und repriisentiren 
daher zusammengenommen ein einziges tiber die ganze Kugelfliiche sich 
ausdehnendes Integral; so dass man also erhilt: 


bs 
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a) Bo wm + 2eftu, 9) + 


+1 27 
+ «A? 3{ i ap yp PP.(cosy) duty} 


n= R= 0) 


Das hier stehende Integral ist, falls man fiir # seinen Werth (8a.) ein- 
setzt, auch so darstellbar: 


+1 22 +1 22 
J Jf 9) Pn(cosy)dudg — f(t, 91) ff Pr(cos ”) dudg, 
—10 —1 0 


oder, falls man fiir f(u, p) die Entwickhting (5.) substituirt, und die 
Integraleigenschaften der Kugelfunctionen [(I.), (Ia.), II.) pg. 77] zur 
Anwendung bringt, auch so darstellbar: 
4a 2 4nf (uy, 1), falls n = OF 
cepa Yn (ty, Ps) — ee ari a 
2n + Se , tallsen = 0’. 
Somit folgt aus (k.): 


V" 4 AS 2 sss S 1 
(m) 2=—F A? — Ana A? | MP Peering Fats 91)} 


n—=0 


oder, falls man ftir /(u,,,) die aus (5.) sich ergebende Entwicklung 
substituirt: 


4 2 i. 2(n — 1) 
(11.) V,— St art ~ as *eTd ¥,(,, 9) 
Dies ist der Werth des Potentials in dem zu Anfang ad libitum mayr- 
kirten Oberflichenpunkte (R,, u,,g,). Und der Werth des Potentials 
in irgend einem andern Oberfliichenpunkte (R, w, p) wird daher in ana- 
loger Weise lauten: 


qo) v= ta {i —a 526s? Y,(u, 9)} . 


Nachdem in solcher Weise die Entwicklung von V nach Kugel- 
functionen wirklich bewerkstelligt ist, substituiren wir jetzt diese Hnt- 
wicklung in unsere Oberflichenbedingung (10.), und dividiren dabei zu- 


gleich durch — A’*, Alsdann gewinnt jene Bedingung die Gestalt: 


(13.) 1 -«S ay x Y(t, p) = (Const.) — Tage 'Polu) — P,(w)]. 
Diese Bedingung soll erfiillt sein ftir simmtliche Oberflachenpunkte, 
also fiir beliebige Werthe der Variablen uw, gm. Sollen aber zwei nach 
Kugelfunctionen fortschreitende Entwicklungen fiir beliebige Werthe 
der Variablen uw, p untereinander gleich sein, so folgt hieraus, dass in 
beiden Entwicklungen die Kugelfunctionen gleicher Ordnung eimzeln 


94 Fiinftes Capitel. 


einander gleich sind [vgl. die Zusitze pe. 60]. Demgemiiss ergeben 


sich aus (13.) folgende Gleichungen: 
é 


(A.) 1 + 2a Y, = (Const.) — Pee 
(B.) =O, 

A 2 ae wars 

(C.) oi = Y,(4, 9) = rer P,(u), 

(D.) Y; (u, 2) as 0, 

(E.) Y,(«, 9) =9, 


etc. ete. ete. 
Man erhalt also: 


(14.) Y,(u, p) = — ae P, (a), 
Y5(, p) = Yi(u, ») = Ya (u, p) =--- = 0; 


wihrend Y) und Y,(u, m) noch unbekannt bleiben. 


§ 4. 
Erganzung. 
Um Y, und Y,(u, m) zu bestimmen, bemerken wir, dass die Masse 


des Sphiroids = M ist, und dass sein Schwerpunkt im Anfangspunkte 
liegt, dass mithin die Gleichungen stattfinden: 


3: = 
i m= M, 
Limz—=0, Lmy=0, Xmz—0, 


die Summation ausgedehnt gedacht tiber alle Theilchen m(a, y, 2) der 
ganzen Hliissigkeit. Unter Anwendung der Polarcoordinaten (9.) nehmen 
diese Gleichungen (a.) folgende Gestalt an: 


aI If ededudp = M, 

JSS e°udodudp = 0 
JJ @& V1 — « cos p dedudp =0, 
JIS V1 — & sin 9 dedudy =0, 
wo q die constante Dichtigkeit der Fliissigkeit vorstellt, uud wo die 
Integration nach @ hinzuerstrecken ist von eg = 0 bis 9 = R [vgl. (4.)]. 
Itihrt man diese Integration nach @ in der ersten Formel (6.) wirklich 


aus, und substituirt man dabei zugleich fiir M semen Werth (3.), so 
erhilt man: 


(y.) gf] 5 dudy = +22 as, 


(B.) 
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im analoger Weise ergiebt sich aus den dibrigen Gleichungen (.): 
vii Rtududg = 0, ly 
(0.) Jf BV1— @ cos pdudp =0, | V1 — uw, cos g, 


Versteht man nun unter y die Neigung der variablen Richtung 
(u, p) gegen irgend eine feste Richtung (u,, y,), so ist: 


cos y = we, + V1— w V1 — p,’ cos (p — 9). 
Multiplicirt man also die Formeln (6.) mit den beigesetzten Factoren, 
und addirt, so ergiebt sich: 


(é.) Jf Bi cos 7 dudp = 0. 


Die Formeln (y.) und (¢.) sind, weil P,(v) = 1 und P,(4) = a 
ist, auch so darstellbar: 


Sf RP, (cos y) dudgy = 42 A’, 
peer, (cos y) dudg = 0, 


und kénnen daher, indem man fiir R® und F* die aus (7.) entspringen- 
den KEntwicklungen: 


e=—> BOle, o); 
n=0 ‘ 


Ri = SY, (u, @) 
n=O 


substituirt, auch so geschrieben werden: 
+122 


yin es Y,(u, »)) P, (cos y)dudg = 42 A’, 
—1 0 n=0 

+1 27 i 
ABE (= Yn (u, »)) P, (cos y)dudp = 0. 
eG n= 


Hieraus aber folgt, auf Grund der bekannten Integraleigenschaften der 
Kugelfunctionen [vgl. (1.), CII.) pg. 77): 
Y,” al Al, 
Y,(u,, P,) ot 
oder, falls man fiir Y,@ und Y,(u,, p,) ihre aus (Va.) ersichtlichen 
Werthe substituirt: 
AX +30 Y,) =A’, 
A‘4aY,(u,9,) = 9, 
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oder einfacher geschrieben: 
Y, == 0 und” Yi, 9) = 


Die letzte Formel gilt, weil die Richtung (u,, 9,) ad libitum gewihlt 
war, fiir jede beliebige Richtung, also z B. auch fiir die Richtung 
(u, p); so dass man also-schreiben kann: 


(15.) Y,=0 und Y,(u,q) =0. 


Hiermit sind diejenigen Y’s bestimmt, welche vorhin, in (14.), 
noch unbekannt geblieben waren. 


§ 5. 


Bestimmung der Gleichgewichtsfigur. Ueber die Figur der Erde. 
Substituirt man die in (14.), (15.) erhaltenen Werthe der Y’s in 
die Formeln (5.), (4.), d. i. in die Formeln: 


(16.) {(u, p) - > Y, (u, p) ’ 
R= A(l + ef(u, »)I, 


so erhilt man: 
fu, 9) = Vi, 9%) = — gazge Paw), 
be : 
R=Al1— yy Paw]. 


Setzt man also zur Abkiirzung 


15¢ 


(17.) 


und beachtet man, dass P,(w) = = (G _- =) ist [vgl. (10.) pg. 29], 
so folet: 


a 


| R= Ali—é(w— 4) 


Das 0 reprisentirt [vgl. (18.)], ebenso wie « selber, eine sehr kleine 
Grosse, deren zweite Potenz zu vernachlissigen ist. Mit Riicksicht 
hierauf folet aus (19.): 


wma [1 +20(e—F)]—4[(1- %) + 20], 


oder, weil w = cos & ist: 


49) | 9) = Kalu, 9) = — = (v4), 


1 1 20 9 : 
i = as (i — a) (cos # + sin? #) + 20 cos? »| : 
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oder, besser geordnet: 


ae gamer Care 


fi cos? & 
i =o 


ae Snel sale aT 


Diese Formel zeigt in deutlicher Weise, dass das zu untersuchende 

Sphiiroid ein Rotationsellipsoid ist, und dass die halben Aaen dieses Ellip- 
. . r w, 
soids die Werthe haben: : 


sin? & 


9 
(21.) Ruler) Rea A(t |. 
Dabei bezeichnet Ri, diejenige Halbaxe, welche nach einem der beiden Pole 
des Ellipsoids hinliiuft; wihrend R, den Radius des Aequators repriisentirt. 
Fiir die sogenannte Abplattung des Ellipsoids, d. h. fiir den Bruch 


te = ty 
? 
R,, 
ergiebt sich aus (21.) der Werth: 
a oh ee 
R, is 20 7 


also, falls man das Quadrat von 0 von Neuem vernachlissigt, und 
gleichzeitig fiir 0 seine eigentliche Bedeutung (18.) substituirt: 


ki, wa fi, 15¢e Be ( 3 ) 


Y ES a a 
(22.) R b l62gk 4 \4nqk 


Diese Formel involvirt einen ziemlich einfachen physikalischen 
Satz. Um niaher hierauf einzugehen, denke man sich ausserhalb des 
rotirenden Fliissigkeitsellipsoids und zwar auf der Verlingerung seimer 
Aze einen materiellen Punkt m. Alsdann wird die von der Fliissigkeit 
auf diesen Pankt m ausgetibte Wirkung mg nach dem Centrum des 
Ellipsoids gerichtet sein, und den Werth haben: 


c 


OV 
(23.) mg = — mk Be? 


wo @ den Abstand des Punktes m vom Centrum vorstellt, wihrend V 
das von der Fliissigkeitsmasse auf den Punkt m ausgeiibte Potential 
bezeichnet. Zerlegt man nun die Fliissigkeitsmasse durch eine um das 
Centrum mit dem Radius R, beschriebene, also durch die heiden Pole. 
gehende Hiilfskugelfliiche in zwei Theile, so hat V den Werth: 


4nqh ® 1 
V = ar ae rp + ad, 


F. Neumann, Vorl. iib, das Potential, 
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wo @ dieselbe sehr kleine Constante, wie z. B. in (4.), vorstellt, und 
«® denjenigen Theil des Potentials repriisentirt, welcher von der 
ausserhalb der Kugelfliiche befindlichen sehr diimnen Schaale herriihrt. 
Demgemiiss folet aus (23.): 


Anghk hk? 1 ] a) 
Mee! eer e Md do 


Hieraus folgt, falls man @ = &, werden lisst, und fiir diesen Fall das 
g mit g, bezeichnet: 


daa) | (22) 
Ip a [eet li, a ka ore aay * 


fe : Ain Anqk ; 
Lést man diese Gleichung auf nach der Grosse c a) oder vielmebr 
Vv 
nach dem Reciproken dieser Grosse, so erhilt man: 


3 


(24.) Tt 


ee Beer, 

= ay Ont 

wo « einen sehr kleinen (niimlich mit dem Factor « behafteten) 
Ausdruck vorstellt. Substituirt man schliesslich diesen Werth (24.) in 
der rechten Seite von (22.), und beachtet, dass «°, @ und ew zu ver- 
nachlissigen sind, so erhilt man: 


(25.) ch iaes Blip as 20 
: Rk, =) eal Iy 


Ware also unsere Erde eine rotirende imeompressible Fliissigkeit, so 
wiirde thre Abplattung 


s 5e ki, 
(26.) oe 


sein, wo € das Quadrat der Winkelgeschwmdigheit, g, die Schwere am 
Pol, und R, den nach dem Pol laufenden Erdradius vorstellt. 
Man kann diesen Satz iibrigens noch ein wenig anders einkleiden. 


Offenbar wird niimlich die Differenz (A, — &,) den Factor ¢ enthalten, 
also etwa mit eA zu bezeichnen sein: 
(a.) Ee Ne 


denn sie verschwindet fiir ¢ = 0, weil im diesem Falle die Fliissigkeit 
eine ruhende Kugel sein wiirde. In genau derselben Weise erhilt man 
offenbar: 


(B.) Iv — Ja = EM, 


falls man nimlich unter g, die Schwere am Aequator versteht. Des- 
gleichen ergeben sich im solcher Weise auch folgende allgemeinere 
Formeln: 
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(y.) hy ie SN 
{0.) ed 
wo ft einen beliebigen Krdradius, und g die Intensitiit der Schwere an 
einem beliebigen Orte der Erdoberfliche vorstellen sollen*). Substituirt 
man nun auf der rechten Seite der Formel (25.) fiir R, den aus (y.), 
und fiir g, den aus (0.) resultirenden Werth, und beachtet man dabei, 
dass das Quadrat von ¢ zu vernachlissigen ist, so erhilt man: 

earns , f > 
(1) te fi, ae Db) Pete 

Pp Es 9. 


¥ 


wo g als die Schwere an einem belicbigen Orte der Krdoberfliiche, oder 
schlechtweg als die Schwere (ohne nihere Determination) zu bezeichnen 
ist, wihrend ef die am Aequator vorhandene Centrifugalkraft repriisentirt. 

Demgemiiss kann man auf Grund der Formel (27.) folgenden Satz 
hinstellen: 

Ware unsere Erde eine rotirende incompressible Fliissigkett, so wiirde 
ihre Abplattung dadurch zu erhalten sein, dass man die am Aequator vor- 
handene Centrifugalkraft durch die Schwere dividirt, und den so entstehen- 
den Quotienten noch mit } multipheirt. 

Bemerkung. — Substituirt man in (27.) fiir «, R,g ihre durch Be- 
obachtung gefundenen Werthe, so erhilt man: 
(1) aes ane: vee 

‘ 4 9g 232 

Zu einem ganz andern Resultate gelangt man, wenn man annimmt, 


dass die gesammte Anziehung der Erde von ihrem Centrum ausgeht. 
Alsdann niimlich ergiebt sich, was hier nicht weiter erliiutert werden 
soll, an Stelle der Formel (I.), folgende Formel: 

Le 1 eR > 1 


09 iS | SOD Oe 


Die Wirklichkeit liegt zwischen diesen beiden extremen Formeln 
(I.) und (11.), von denen die erstere die Dichtigkeit der Erde als diberall 
gleich voraussetzt, wiihrend die /etztere auf der Annahme basirt, die 
Dichtigkeit der Erde sei nach dem Centrum hin so vehement an- 
steigend, dass die Anziehung der an der QOberfliche vorhandenen 
Schichten gegen die der innern Schichten vernachlissigt werden diirfe. 
In der That ergeben die Gradmessungen: 
(IIL) =, ungefihr =o, dil e 

*) Die erste der vier Formeln (a.), (B.), (y.), (0.) ist tibrigens nichts Neues; 
sondern schon in (25.) enthalten. t 

7 
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Die theoretischen Betrachtungen geben also nur zwei Grengen, 
zwischen denen die Krdabplattung liegen muss. Sze sagen aus [vel. 
(1.), (IL.)], dass man zwei solche Grenzen erhilt, wenn man die Centri- 
fugalkraft am Acquator durch die Schwere dividirt, und diesen Quotienten 
enmal mit &, das andere.Mal mit 4 multiplicirt*). 


S20; 
Die scheinbare Schwere als Function der geographischen Breite. 


Wir betrachten, ebenso wie im letzten Paragraph, die Erde als 
ein rotirendes Fliissigkeitsellipsoid, und stellen uns die Aufgabe, die 
scheimbare Schwere an der Oberfliiche dieses Hllipsoids naher zu be- 
stimmen. Dabei soll unter der scheinbaren Schwere die Resultante der 
eigentlichen Schwere (d. i. der Anziehung) und der Centrifugalkraft ver- 
standen sein. 

Bezeichnet man die scheimbare Schwere fiir irgend einen auf der 
Oberfliche oder nahe an der Oberfliiche gelegenen Punkt (z, y, 2) mit 
g, und die den Coordinatenaxen entsprechenden Componenten von g 
mit X, Y, Z, und benutzt man iiberdies den schon friiher [pg. 87] 
eingefiithrten Ausdruck: 


(1.) Wakv+ S94") _ py 4 Be ees 
wo (0, u, p) die Polarcoordinaten des Punktes (a, y, 2) vorstellen, so ist: 
ow y OW __ ow 
= That | Tg are aa 


Desgleichen wird die Componente von g nach der Richtung o den 


ov : : ; 
Werth haben a5 Wir wollen diese Componente, gerechnet in der 


zu @ entgegengesctzten ad. i. in der centripetalen Richtung, mit P be- 
zeichnen, und erhalten alsdann also die Formel: 
OR ta eee _ co(1— 2), [vel. (1.)]. 
Liisst man nun vom Punkte (a, y, 2) oder (@, uw, m) zwei zu @ senk- 
rechte Richtungen ausgehen, die eime m in der Meridianebene liegend 
die andere » senkrecht zur Meridianebene, so wird die Componente von 
g nach der Richtung m den Factor ¢ enthalten, also mit «eM zu be- 
zeichnen sein; denn sie verschwindet fiir ¢ = 0, weil in diesem Falle 
das Hllipsoid eine ruhende Kugel sein wiirde. Andererseits wird die 
Componente von g nach der Richtung p Null sein, weil der Ausdruck 
W (1.) von » unabhiingig ist. Die Kraft g selber ist aber die Resul- 
tante von P und «M, folglich: 


*) Laplace: Méc. cé]. Tome 2, Livre 3, Chap. 4, No. 30. 
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a ae A Se 2 E 
g = VP? + PM? =P + & 5 4+... 
Hieraus aber ergiebt sich, weil <* stets vernachlissigt werden soll: 


U a= aa 
also mit Riicksicht auf (2.): 


av : 
(3.) g=—k>-—zo(l — #’). 


Miermit ist die Bestimmung von g reducirt auf die Berechnung von 


oe 


Diese Ableitung Fe lasst sich nun in ithnlicher Weise berechnen, 


— 
wie im vorhergehenden Paragraph V selber bestimmt wurde. Wir 
markiren auf der EHllipsoidoberflache irgend einen Punkt (2,, w,, ,), 
bezeichnen ferner einen beliebigen Punkt auf der Verliéngerung des 
Radiusvectors R, mit (0,, u,, p,) wud den Werth des Potentials V fiir 
diesen letztern Punkt mit V,. Construiren wir nun eine mit dem Ellip- 
soid concentrische, durch den Punkt (2,, w,, 9) hindurchgehende Hiilfs- 
kugelflache, und bedienen wir uns der Bezeichnungen 2% und J in dem- 
selben Sinne wie im vorhergehenden Paragraph, so erhalten wir [vgl. 


Ce). pe. 92): 


Agqh,® 1 © oe’ dedudp eo’ dodudg 
a fis, Pe — yy, 


Hier bezeichnet o*dodudg irgend ein zu YL resp. § gehbriges Volum- 
element, und # den Abstand dieses Klements vom Punkte (@,, u,, 9). 
Differenzirt man diese Formel nach @,, und schiebt man hierauf den 
variablen Punkt (0,, u,, 9,) lings der Linie og, dicht heran an die 
Ellipsoidoberfliche, ihn in soleher Weise zur Coincidenz bringend mit 
dem anfangs markirten Punkte (f,, u,, 9,), so erhilt man, indem man 
zugleich durch q dividirt: 


(5.) = ( a ) See 
0 ht ,) a 
+L, 5 e'dedudy — fff. os o'doedud@. 
ak, Oh, 


Die hier eingeklammerten und mit dem Index 0, = [, versehenen 
beiden Ausdriicke kénnen in einfacher Weise gebildet werden. So z. B. 
kann der erste dadurch erhalten werden, dass man 9, zuvérderst < kh, 
macht, und sodann bis R, wachsen liisst, und der gweite dadurch, dass 
man umgekehrt 0, > R, macht, und bis R, abnchmen lisst. In solcher 
Weise ergeben sich fiir diese Ausdriicke respective die Werthe: 


fo 2} 


oes S (w+ 1)" 
= : ace P,, (cos V)> ond So 2 G08 vy). 


n=0 Q = 
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Dabei bezeichnet y die Neigung der variablen Richtung (u, p) gegen die 
feste Richtung (u,, 9,). Substituirt man diese Ausdriicke in (5.), so 
erhalt man: 


O13 aE a 


(cos y ) Ri, r= ‘dodu dq 
Sippy, tenn 


2 f + 1) £,, (cos y) e@ at dedudgp | 
mee R,"*? J 


Diese Integrale sind sehr Ahnlich den friiheren Integralen in (g.) 


pg. 92. In der That erhilt man diese Integrale aus den dortigen, wenn 


: : n —'(% 1 

man dort unter den Integralzeichen die Factoren 7~ resp. Se 
1 ae 

hinzufiigt. Ebenso also, wie wir damals von der Formel (g.) pg. 92 

zur Formel (j.) pg. 92 gelanet sind, in gleicher Weise werden wir 


gegenwiirtig von der Formel (6.) aus zu folgender Formel hingelangen: 


a ee oe on An ; 
@) =(Fe im — FAD + fs ol + 
i nEP, ae a (n-+1) FP, (cosy) 
bad" o =, a >— dudg — Je R, dudg}, 


wo cue wie triiher) die Pe eiierian durch die Gleichung 


(3.) R= All + a/(4, 9)] 
dargestellt gedacht wird, und iiberdies (ebenso wie friither) zur Ab- 
kiirzung gesetzt ist: 


(9.) F = f(u, 9) — f(s, 1)- 


Substituirt man in (7.) unter den Integralzeichen fiir R, den 
aus (8.) entspringenden Werth, so erhilt man, weil « zu vernach- 
lassigen ist: 


(10.) (ve) = — “2 Al + ef(u, 91 + 


+a A > Si ihe nF'P, (cos y)dudg — ise DBP (cosy)dudg }. 


Die hier auftretende Summe — sie mag kurzweg mit S bezeichnet 
werden — ist auch so darstellbar: 


=H (2n+1) [fy FP, (cosy) dudp—(v+1) [fy Pr (cosp)dudg}; 


ail 


8 
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wo das letete Integral iiber (QM -+ 9), d. i. tiber die ganze Kugelfliche 
sich erstreckt. Aber auch das erste Integral kann iiber die ganze 
Kugelfliche ausgedehnt werden, falls man nur daselbst statt /’ eine 
neue Function Y substituirt, die auf % identisch mit V’, hingegen auf 
 identisch mit Nall ist. Man erhiilt in soleher Weise: 
a +122 
s= > (2n + Hf uf YP, (cos y)dudg — 
—1 0 


n=0 
aa 
— (n+ 1) | di F'P,,(cos y) dudg} - 
a —i1 0 


Denkt man sich Y nach Kugelfunctionen entwickelt: 


¥Y=V¥(u, 9) = + Vile, ne (Hy pi ars 
so ergiebt sich mittelst der Integraleigenschaften der Kugelfunctionen 
Prato Le (iL) pgs TU: 
+122 
| J YP, (cosy) dudp = ae 1 Yn (Ur, Pi), 


—i1 0 
und folglch: 
ow +1 2 
(a.) > (2n +1) ef ti W P, (cosy)dudg = 4S SY, Canes 
=| 


n=O 

(p.) ; d. ince= 4x sities @,) = Nall. 

Denn die Function Y(u, m) ist ibrer Definition zufolge auf YF 
identisch mit F, d. i. mit f(u, ») —f(u,, y,), und auf § identisch 
mit Null; und demgemiss ergiebt sich von der einen wie von der 
andern Seite her, dass diese Function ¥(u, m) in dem auf der Grenze 
von YW und 3 befindlichem Punkte (u,, m,) verschwindet. 

Nach (a.), (B.) ist der erste Theil der Summe S gleich Null; so 
dass man also erhalt: 


+122 
s=— Jotvf ptets eon sed, 


Es ist aber: F = f(u, ») — f(u4,9,), also auf Grund des in (17.) 
pg. 96 fiir f(u, m) erhaltenen Werthes: 


he VT 9) = Yo (ty3 1). 
Somit folet: 


o) +127 
S=—SwH+h) sf f YW, 9) P, (cosy) dudp 
n=0 ES ett) 
+1 2 
+f Yat 9) 2 0-4 1) ff Px (cosy) dude. 


—1 0 
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Und hieraus ergiebt sich, falls man abermals die Integraleigenschaften 
der Kugelfanctionen beachtet, und namentlich auch beachtet, dass 
P, (cos y) = 1, die Formel: 
3.4 5 
> ae = Yo (1,91) + 4% Y, (ty, M1), 

ae 

° 2.4 / 

a= a Ys (Uy, P1)- 

Substituirt man jetzt in der Formel (10.) fiir die Summe S diesen 


Werth, und substituirt man dort gleichzeitig fiir f(u,, p,) den Werth 
Y,(u,, 9), [vel. 17.) pg. 96], so erhalt man: 


. av. 4 i 2.4 ; 
(11.) 1 (4) ms = Ald &Y,(u,, 9,)) + {aA ¥e(m, 9); 


0, = Ry 
oder einfacher geschrieben: 
OV. 4 a, 
(12.) = (8) =——A fe = ¥3 (U4, o)|, 
cs 3 é 


q 08, 
Q=fhy 


oder, falls man fiir Y,(u,, p,) seinen Werth [vgl. (19.) pg. 96] einsetzt: 


i GAZ 4a 0 7 1 

eo q (Ge) Tee p vs (1 ae )] 
. eR 

Diese Formel ist hier abgeleitet worden fiir den anfangs auf der 

Ellipsoidoberfliche beliebig markirten Punkt (R,, w,, ~,), und daher 

auch giiltig fiir jeden andern solchen Oberflichenpunkt (R, u, p); also: 


(ay LBD) a tn alae Qa 


o=Rk 


Wir kehren jetzt endlich zuriick zur Formel (3.): 
eT boat =). 


Ce 
Lisst man hier den Punkt (@, w, m) hinwandern nach irgend einem 
Oberfliichenpunkte (R, uw, m), so erhilt man: 


g=—k (=) + eh(w? — 1), 
o=R 
oder, falls man fiir A den Werth (8.) substituirt, und beachtet, dass 
éa zu vernachliissigen ist: 


g——K( 2) + ¢A(uw® — 1). 


g=—k 


00 
o=h 
Hieraus aber folgt unter Benutzung des in (14.) erhaltenen Resultates: 


pes Amqgk A 


ett (we — 3) 425 wp], 


ivak 
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. 3¢€ 4d . 5 Q 
oder, weil Sa Ge ie: ist [vel]. 18.) pg. 96]: 


oder, was dasselbe ist: 


(15.) pee Vee.) ou, 


Bezeichnet man also z. B. die scheinbare Schwere am Aequator mit 
Jay SO wird: 


Re AnqhA Z 130 
(16.) Ga 5 ( pee 3 ir 
so dass man erhilt: 
AnqkA. . 
age nae tee Ou’. 
fee : te ae ms auih cA 
Substituirt man endlich in dieser letzten Formel fiir —-*-— den aus 


(16.) resultirenden Werth, und beachtet man dabei, dass she Quadrat 
von 0 zu vernachlissigen ist, so folet: | 


Gra GaGa, Ou’, 


dvi. 
(17) g = gu(l + oe). 
Die Grésse w = cos d ist offenbar = sin 0, wo O den Winkel vor- 


stellt, unter welchem der nach dem betrachteten Oberflichenpunkte 
(R, w, p) hinlaufende Radiusvector R gegen den Aequator geneigt ist. 
Bezeichnet man die geographische Breite dieses Punktes mit B, so ist 
ferner: 

uw = sin 0 = (sin B) + «0; 
denn fiir ¢—0O muss 0 =B werden. Substituirt man diesen Werth 
von w in (17.), und beachtet man, dass die zweeten Dimensionen von 
é, a, 0 zu vernachliassigen sind, so erhalt man: 


(18.) g = ga(1 + 6 sin’ B). 

Hier ist nach (22.) p. 97 und (27.) pg. 99: 

’ ; 1 ay 5 eR 
a a Bg ets 

(19.) §= ya SF a 


und es reprasentirt also dieses 0 die sogenannte Abplattung der Erde. 
Demgemiss gelangt man, auf Grund der Formel (18.), zu folgendem von 
Clawaut*) aufgestelltem Satz: 


*) Clairaut: Théorie de la figure de la terre, tirce des principes de Vhydro- 
statique. Paris, 1743; pg. 191. Der sin B ist daselbst mit w, und g, mit w be- 
zeichnet. 
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Clairaut’sches Theorem. Wére die Hirde eine rotirende Fliissigkect 
von tiberall gleicher Dichtigheit, so wiirde die scheimbare Schwere g als 
Function der geographischen Breite B darstellbar sein durch die Formel: 
(20.) g=g9.(1-+ 0 sin’ B), 

WO Ja die scheinbare Schwere am Aequator, und 0 die Abplattung der Erde 
vorstellen. 

Wendet man dieses Theorem auf den Pol an, d. i. auf B = 90°, 
so ergiebt sich: 

Ip = Jal +6), di ga=g — 9), 
eee 
Combinirt man aber diese Forme] (21.) mit (19.), so erhalt man 
folgende durch ihre Symmetrie ausgezeichneten Gleichungen: 


(21.) folglich: — 0 = 


kK, — & Ia — Ip 


99 a ee =) 
(<4. » ate ; slat 
Ei, In 
R =a R Ce } 5 > 
23.) Stade eg aie ey ee 
hk, Ip 2 9 
$7 


Ueber die Theorie der Ebbe und Fluth. Aufstellung der 
Oberflachenbedingung. 


Wir wollen jetzt die Figur einer rotirenden Fliissigkeit von Neuem 
untersuchen, und zwar unter Mitberiicksichtigung solcher Krafte, die 
ausserhalb der Fliissigkeit ihren Sitz haben. Oder auf die Erde an- 
gvewendet: Wir wollen bei Bestimmung der Figur der Erde die Kin- 
wirkungen der dibrigen Himmelskérper M,, M,, M;, ... (namentlich 
die Wirkung von Sonne wnd Mond) mit in Anschlag bringen, um in 
solcher Weise eine Vorstellung zu erhalten von der Theorie der Ebbe 
uid Fluth. Dabei werden wir jene Himmelskérper, wegen ihrer grossen 
Entfernung von der Erde, durchweg als Punkte ansehen diirfen. 

Es handelt sich zuvérderst um die Bewegung einer beliebigen, 
theils von innern, theils von dussern Kriiften sollicitirten Fliissigkeit*). 
Ist m irgend ein Theilchen dieser Fliissigkeit, und m& die Resultante 
simmtlicher auf m einwirkender dusserer und innerer Krafte, so gelten 
bekanntlich fiir die Bewegung von m die Differentialgleichungen: 


*) Statt der Fliissigkeit konnte ebensogut ein ganz belicbiges materielles 
System genommen werden. Es wird aber zweckmiissig sein, bei der Fliissigkeit 
zu bleiben, um in solcher Weise unserer allgemeinen Betrachtung gleich von vorn- 
herein die fiir ihre spiitere Anwendung geeignete Gestalt zu geben. 
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as ma’'—=m%X, mb’=mB, me’= mG, 

wo mt, mB, m& die Componenten von mR, und a, b, ¢ die Coordi- 
naten des Theilehens m vorstellen. Dabei sollen durch die Accente 
Differentiationen nach der Zeit angedeutet sein; so dass z. B. a” fiir 
aa ; : P : : 
ae steht. Denkt man sich die Formeln (1.) der Reihe nach gebildet 
fiir alle Theilchen m der ganzen Fliissigkeit, und all’ diese Formeln 
summirt, so erhilt man: 

(2.) Ma"= mL, Mb,’= mB, Me,’= Dm, 


wo M = Ym die Gesammtmasse der Pliissigkeit vorstellt, wihrend a, 
by, €& die Coordinaten ihres Schwerpunktes bezeichnen. « 

Diese Formeln (1.), (2.) sind aber nur dann giiltig, wenn das der 
Betrachtung zu Grunde gelegte rechtwinklige Axensystem — es mag 
dasselbe mit (a, b, ¢) bezeichnet werden — ein absolut festes ist. Wir 
wollen gegenwirtig die Form untersuchen, welche diese Differential- 
gleichungen annehmen bei Hinfiihrung eines newen und zwar in Be- 
wegung begriffenen rechtwinklgen Axensystems (a, y, 2). Der Anfangs- 
punkt dieses neuen Systems sei der in Bewegung begriffene Schwer- 
punkt der Fliissigkeit, d. i. der Punkt (a, 0, ¢)). Ferner sei die 
x-Axe des neuen Systems von wnvercinderlicher Richtung, namlich fort- 
dauernd parallel mit der a-Axe des absolut festen Systems. Um diese 
x-Axe aber mag das neue System (a, y, 2) in gleichformiger Rotation 
begriffen sein, so dass also die y-Axe und z-Axe ihre Stellungen im 
absoluten Raume von Augenblick zu Augenblick indern. 

Es handelt sich darum, die Differentialgleichungen (1.) auf das 
in Bewegung begriffene Axensystem (a, y, 2) zu iibertragen. Bezeichnet 
man die Coordinaten des Theilchens m in Bezug auf dieses System 
mit (#, y, 2), ferner die Componenten der Kraft m& nach den Axen 
dieses Systems mit (mX, mY), m3), so ist offenbar: 

4—% =, 
(3.) b—b, =—y cosy — zsiny, 
€—G =ysingy + 2 cosy, 
und ferner: 


(4.) ;B=Y cosy — Zsiny, Retr ers Y=+ Bcosy-+ Csiny, 
C=—Y%siny+ Zeosy, B=— ¥singv+ Coosy, 


wo w das gleichformig wachsende Azimuth der xy-Kbene gegen die ab- 
solut. feste ab-Ebene vorstellt. Aus den Formeln (3.) folgt durch 
Differentiation nach der Zeit: 
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id 


a—H=2, 
(— ysiny — zcosy)y, 
é—ao =(y sind + 2 cosy) + (+ y cosy — zsingd)Yy, 


und hieraus durch nochmalige Differentiation nach der Zeit: 


U — by = (y cos 


. 


a= 4, =2, 
b” — by’ = (y" cosy — 2’ siny) + 2(—y' sing — # cosy) YW + 
+ (—ycosy + zsiny) v”, 
C’ — ¢) = (y" sind + 2” cos) + 2(y cosy — Z sind) + 
+ (—y sing — zcosy) yp’; 
denn es ist zu beachten, dass wy’ == 0 ist, weil nach unserer Fest- 
setzung die Drehung des Axensystem (x, y, 2) um die x-Axe gleich- 
formeg, mithin w eine lineare Function der Zeit sein soll. — Das letzte 
Bosiolsy seen ist leicht auflésbar nach a’, y’, 2”. Man erhilt: 

v= + (a — a’), 

y= -+ (b" — by”) cos + CC" — Gy) sind + 22 y+ yy”, 

a = — (b"— by”) sing + (e’ — G”’) cosy — 2y V+ zy”. 
Substituirt man hier fiir a’, 6”, ¢” und a)’, b,’, G& die aus (1.), (2.) 
entspringenden Werthe, und bezeichnet man gleichzeitig die constante 
Winkelgeschwindigkeit wy mit @, so erhilt man: 


——e (2 hes a 


(5.) y =+ (x -- cates os + (6 | sinw + 2@2 + oy, 


- DMB . Sim : : 
¢=— (3 a) sin Y + (c— Ir ) cos » — 20y' + 082 


Diese Formeln (5.) lassen sich vereinfachen mittelst der Relationen (4.) 
rechter Hand. Nach jenen Relationen ist z. B. Y= X, mithin: 


mA DMs 
(ar.) OC = : 


M aoe MM 


Ferner ist zufolge jener Relationen: 
B cosy + € sing = Y), 
woraus durch Multiplication mit m und Summation folet: 
(2’mB) cosy + (Lm) sin y = Dm). 


Subtrahirt man aber diese Formel, nachdem sie durch M dividirt ist, 
von der vorhergehenden, so erhiilt man: 


(B.) (x — a cos y + (c wt | sin y == J) — ee 
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Und im analoger Weise ergiebt sich aus jenen Relationen: 


LamS\ . . ame m2 
= My 9 sa x ar Ne ay ae Ao 
(y.) (2 i ) sin v + G a ) eos w aT 


Mit Riicksicht auf (@.), (6.), (y.) gewinnen nun die Formeln (5.), falls 
man noch mit m, multiplicirt, die einfachere Gestalt: 


D A LIMe 
me —=m\x — ——}, 


M 
ae _ : mY) , a 
(6.) my =m (9 oe ae ) + 2a az + mo*y, 


IMZ 


oS 


mz =m (3 aay ) — 2moy' + moe. 


Diese Formeln (6.) wollen wir jetzt auf die Erde in Anwendung 
bringen, indem wir uns dabei die Erde als eine rotirende Fliissigkeit 
vorstellen, deren einzelne Theilchen nicht nur ihren gegenseitigen An- 
ziehungen unterliegen, sondern auch noch sollicitirt werden von den 
Himmelskérpern M,, M,, M,, ete. Die Rotationsaxe dieser Fliissigkeit 
wird, weil die Emwirkung jener Himmelskérper eine nur sehr un- 
bedeutende ist, nahezw durch den Schwerpunkt der Fliissigkeit gehen. 
Was nun die in den Gleichungen (6.) angewendeten Axen (a, y, 2) 
betrifft, so wollen wir die x-Axe zusammenfallen lassen mit der 
Rotationsaxe der Fliissigkeit, und die y- und z-Axe theilnehmen lassen 
an der Rotation der Fliissigkeit. Auch kénnen wir, um die Vorstellung 
za fixiren, den Anfangspunkt des Systems (x, y, 2) so legen, dass die 
yz-Ebene durch den Schwerpunkt der Fliissigkeit hindurch geht. 

Die Formeln (6.) gelten fiir die relative Bewegung der einzelnen 
Fliissigkeitstheilchen m in Bezug auf das selber in Bewegung begriffene 
Axensystem (x, y,2). Hs handelt sich hier aber nicht um die relative 
Bewegung, sondern vielmehr um das relative Gleichgewicht, d. h. um 
denjenigen Zustand, bei welchem die Configuration der Fliissigkeit in 
Bezug auf jenes Axensystem constant bleibt. Fiir diesen Zustand des 
relativen Gleichgewichts sind aber a, y', 2, v7, y’, 2 gleich Null; 
so dass also die Formein (6.) fiir denselben folgende Gestalt annehmen: 


0=—m (x oe 
(7s) Oz ( — a) + mey, 


0=m(3— 23) + mee, 


wo, ebenso wie friiher, a” = « gesetzt ist. 
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Bemerkung. — Es handelt sich hier, wie man bereits erkannt haben 
wird, um Vorstellungen, die nur approwimativ zulissig sind. Denn strenge 
genommen kann, weil die Himmelskérper M,, M,, M,,, etc. ihre relative Lage 
zur Erde von Augenblick zu Augenblick iindern, von einem relativen Gletch- 
gewicht der fliissig gedachten Erde nicht die Rede sein. In der That werden 
wir auch im Folgenden nicht die wirkliche Theorie der Ebbe und Fluth 
entwickeln, sondern vielmehr untersuchen, wie diese Theorie sich gestalten 
wiirde, falls die relative Lage jener Himmelskérper in Bezug auf die Erde 
constant bliebe. Dabei aber steht wohl zu erwarten, dass die Lésung dieses 
fingirten Problems einigermassen eine Anniherung sein wird an die Lésung 
desjenigen Problems, welches die Natur in Wirklichkeit uns darbietet. 

Die das Fliissigkeitstheilchen m sollicitirende Kraft (mX, m), m3) 
reprisentirt [ihrer Definition nach; vgl. pg. 106, 107| die Resultante 
aller auf m einwirkenden wmneren und dusseren Kriifte, und ist daher 
zusammengesetzt einerseits aus derjenigen Kinwirkung 


(mX, mY, mZ), 
welche m von den iibrigen Fliissigkeitstheilchen erleidet, und anderer- 
seits aus denjenigen Wirkungen 
(mX,, mY,, mZ,), (mX,, mY,, mZ,), etc., 
welche m von den Himmelskérpern J7,, M,, ete. erfahrt.. Demgemiss 
nstiz. Eis 


(A.) mk = mX + mX, + mX, +--- 
und folglich*): 
(B.) AimX =O0O-+ BmX, + BmX,+---- 


Aus diesen Formeln (A.), (B.) folet sofort: 
; e DIM 4 ~ > am X,, 
(C.) m (x -- =e] =mX+Om (x — a 2 


wo der deutsche Buchstabe © eine Summation andeutet tiber alle in 
Betracht kommenden Himmelskérper MM, (M,, ™,, etc.). 

Was in (C.) die einzelnen Glieder rechter Hand betrifft, so reprii- 
sentirt das erste Ghed mX das eigentliche Hauptglied, wiihrend die 
iibrigen mit h behafteten, von den einzelnen Himmelskérpern MM, her- 
riihrenden Glieder als stdrende Glieder zu betrachten sind, welche im 


*) Die inneren Kriifte, d. h. die von den gegenseitigen Einwirkungen der ein- 
zelnen Flissigkeitstheilchen herrtihrenden Krifte werden offenbar yon solcher Be- 
schaffenheit sein, dass sie sich, sobald man die Flissigkeit als starr betrachtet, 
gegenseitig zerstéren. Demgemiiss werden diese inneren Krifte mX, mY, mZ 
den Formeln entsprechen: 


ieee mY = 0, omZ=0. 
Und mit Riicksicht hierauf ergiebt sich sofort der Uebergang von (A.) zu (Bas 
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Vergleich mit jenem Hauptgliede sehr klein sind. In Folge dieser 
Kleiheit der Stérungselieder wird es ausreichend sein, dieselben nur 


in erster Anniiherung zu berechnen. 
Jenes eigentliche Hauptglied hat offenbar den Werth: 


(D.) mX =m 2 ay a) 


wo J’, ebenso wie friiher, das Potential der ganzen Fliissigkeitsmasse 
in Bezug auf den Punkt (a, y, 2) bezeichnet, wihrend p den an dieser 
Stelle vorhandenen hydrostatischen Druck repriisentirt. 

Was andererseits die stérenden Glieder betrifft, so bezeichne man 
die Coordinaten des Himmelskérpers Mf, mit (41, Yr, 2.) und den Ab- 
stand dieses (punktformig gedachten) Kérpers vom Fliissigkeitstheilchen 
m(ae, y, 2) mit ,. Alsdann erhilt man: 


oe —— pa 
; 7 g wh i Ke if 
(K.) mX, =kmM, ne kmM, = G-). 
oder, was dasselbe ist: 
(E.) Gg 5 ee oe) Peng a 
os ake ae a 


woraus durch Summation tiber alle Theilchen m der ganzen Fliissig- 
keit sich ergiebt: . 


Ree 0 (wim). 
(F.) SX =—kM 5 (S ara 
Die hier auftretende Summe 
ete 
KH 


reprisentirt das Potential der ganzen Fliissigkeitsmasse auf den (punkt- 
formig gedachten) Himmelskérper M,, und kann daher, weil es sich 
hier um die Stérungselieder, mithin nur um die erste Annitherung 


handelt, =, gesetzt werden, wo ft, den Abstand des Himmels- 


R, 
kérpers M, vom Anfangspunkte des Coordinatensystems (w, y, 2) vor- 


stellt: 


(G.) Ri = an?” + on? + 2)”. 
Somit folgt aus (F.): 
7 a 0 M comet. Hy, 
mam X;, = — be (=) = kMM, RP? 
mithin: 
aim Xj, k M X, ae. k, M. 0U, 
(H.) m fen Tl = hM IH, R,* = hm My), ie P 
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wo alsdann U), die Bedeutung hat: 
Lo, YY, TV 2%, 


(3.) U, = — Rs 
Nunmehr folgt aus (E.) und (H.) durch Subtraction: 
2 Daim X;, a 1 : 
(K.) m (x —— ‘) = km M, = ( cae U,); 


so dass also die Formel (C.) durch Substitution der Werthe (D.) und 
(K.) folgende Gestalt gewinnt: 


5 }mx 0 - 1 a 
(L.) =m (* — rat 3) =m 5 E +hV+ k®& M,, (= a Us) | ; 
Liisst man aber fiir 
. amex am ym? 
m (x — <a) m (y _ as) 5, mn (3 a te 


den Ausdruck (L.) und die damit analogen Ausdriicke in die Gleichungen 
(7.) eintreten, so erhiilt man: 


Pala AO in 
Ox : 
(8.) ee ee Ww : 


(5 py eee 
02 


wo W die Bedeutung hat: 

(9.) WV — LE VLEOGmM, G & U1) é y* + 2) 
41, - 

Dabei bezeichnet yp den hydrostatischen Druck, und U;, den in (J.) an- 


gvegebenen Ausdruck: 


os 


(10.) U;, earns 


he 
Aus (8.) folgt, dass (p + W) in ganzer Erstreckung der Fliissig- 
keitsmasse constant ist. Diese Gleichung 


(i) p + W = Const. 
fiihrt sodann aber, weil der hydrostatische Druck an der Oberfliiche 
der Fliissigkeit tiberall =O ist, zu dem Resultate, dass, speciell an 


der Oberfliche, W selber iiberall constant ist. Und diese Oberfliichen- 
bedingung: 
(12.) W = Const. 
gewinnt, falls man fiir W semen Werth (9.) substituirt, die Gestalt: 
(13.) by ean, Gs ee Us) = Wont 

U 


iL 
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Sie unterscheidet sich also von der friiher [(2.) pg. 87] gefundenen 
Oberflichenbedingung nur durch die von den M, abhiingenden Glieder; 
was a@ prior’ zu erwarten stand. 


oe: 


Weiteres tiber Ebbe und Fluth. Discussion der erhaltenen 
Oberflachenbedingung. 


Es handelt sich darum, die Oberjldche der rotwenden Flissigkeit, 
auf Grund der erhaltenen Oevuckeni Marans (13.), niher zu be- 
stimmen. Denkt man sich jene Oberfliiche, ebenso wie friiher, durch 
die Gleichung dargestellt: 


(14.) R=All + ef(u, 9), 
und die unbekannte Function f(w, pm) nach Kugelfunctionen entwickelt: 
(15.) f(u, p) = & Ya(u, 9), 


so ergiebt sich, ebenso wie friiher [vel. (12.) pg. 93] fiir das Potential V, 
d. i. fiir den ersten Term der Oberflichenbedmgune (13.), der Werth: 


yp  42qk A? 7 2(n — 1) 
kV=—o E a4 oe te ¥.(u, 9), 
d. i. der Werth: 


2 + 2«y¥,)— =* ¥,(u, 9) ~ = Y,(u, 9) 
; Anqk A?® 
(16) ky === 


6a 


| = ne peas 
AUIS OZ) obo 


Auch erhilt man, ebenso wie damals [vgl. pg. 90, 91] ftir ——, 


fiir den gweiten Term jener Oberflichenbedingung (13.), den Werth: 
C 2 g? A# 
(17) sy P| P(u) — Puy]. 


Was endlich die in der Oberflichenbedingung (13.) enthaltenen 
Stérungsglieder betritit, so bezeichne man ebenso wie in (14.), (15.), 
(16.), (17.) die Polarcoordinaten irgend eines an der Oberfliiche liegen- 
den Fliissigkeitstheilchens m/(a, y, 2) mit (2, u, mp) und die Polarcoordi- 
naten des Himmelskérpers M],(a,, yn, 2.) mit (2, w,, gr). Alsdann 
erhilt man fiir den Abstand H, dieses punktformig gedachten Himmels- 
kérpers M, vom Theilchen m die Formel: 


1 1 Vv 
(@.) BR =e, ae Ee (C08'Ys) 
h n==0 
F, Neumann, Vorl, iib, das Potential, 8 
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wo y, die gegenseitige Neigung der beiden Richtungen (u, m) und 
(un, Pr) vorstellt. Gleichzeitig erhiilt man fiir die Grosse U;, (10.) 


LI, + YY, + £2, 


U;, a R,? 
den Werth: 
RR, « cos Nh 1 Ne 
(B.) Urs cy ees (z,) P, (cos yi) - 


Aus (a.), (B.) folgt durch Subtraction, und indem man noch mit kM, 
multiplicirt: 

’ 1 kM, 2s R\n 
(y.) kM, (=, — U) ee E + 2 (a) P,, (cos 7) |. 


nm =2 


Hier kann man, weil bei Berechnung der Stérungsglieder nur die erste 
Anniherung zu erstreben ist, die dritte und die héheren Potenzen des 
R : : ee 
Bruches =,- gegen die zweite Potenz desselben vernachlissigen, und 


h 
iiberdies A durch A ersetzen; so dass man also erhiilt: 


(18) 1M, (= = Us) —k& z E a (4) Pe (cos n)|- 


Denken wir uns jetzt die Werthe (16.), (17.), (18.) in die Ober- 
fldchenbedingung (13.) wirklich eingesetzt, so priisentirt sich diese Be- 
dingung als eine nach Kugelfunctionen fortschreitende Entwicklung, 
welche bestiindig — Const. sein soll. Demgemiiss miissen in dieser 
Bedingungsgleichung auf beiden Seiten die Kugelfunctionen 0%, 1%, 27, 
u. s. w. Ordnung emzeln eimander gleich sein. Wir gelangen daher zu 
folgenden ee 


ES (ee pupgiet a 3 IS = -" — Const., 


ver 
AnqhA? 2a M,A 
=f = ¥,(u, gy) + cP, (u) — kG ae P,(cos 3) = 0, 
¥3(u, pg) =0, 
Y,(u, y) = 0, 
etc. ete. ; 


und hieraus erhalten wir, unter Riicksichtnahme auf die bekannte 
Relation = “22 A® [(3.) pg. 88], fiir die Functionen Y,, Y,, Yj, 
ete. folgende Werthe: 

g M, 7 AX3 

Yet, 9) = — gaaka Pl) + an © oe (H,) Palcosm), 
Y3(u, p) = Yi(u, p) =+--- = 0; 


(19.) 
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ohne dabei aber Aufschluss zu gewinnen iiber die Werthe von Y, und 
Y,(u,). Mit Bezug hierauf sei bemerkt, dass Y, eine unbekannte 
Constante ist, und dass 


9a.) Y,(u, p) = Ap + BY1— wesp +FV1—p' sing 

ist [vgl. (D.) pg. 76 und (3.) pg. 70], wo A, B, F unbekannte Constanten vor- 
stellen. Und iiberdies sei bemerkt, dass die Entwicklung der Function 
f(«, p), (15.), zufolge der Formeln (19.), sich auf drei Glieder reducirt: 
(20.) f(u, %) = Yo + Vi(w, y) + VYa(u, 9). 

Wollen wir nun die Gleichung (14.) “der Oberjldche der rotirenden 
Fliissigkeit wirklich bilden, so haben wir in jene Gleichung fiir /(u, @) 
den Werth (20.), und dabei zugleich fiir die Y’s die Werthe (19.), (19a.) 
eintreten zu lassen. Wir werden zeigen, dass jene Gleichung durch 
diese Substitution in eine Gleichung sich verwandelt, die in Bezug auf 
die rechtwinkligen Coordinaten vom zweiten Grade ist, also zeigen, dass 
die in Rede stehende Oberfliche ein Ellipsoid ist. 

Zuvorderst ist jene Gleichung (14.) der Fliissigkeitsoberfliche, 
falls man sie zur (— 2)" Potenz erhebt, und dabei beachtet, dass «? 
vernachlissigt werden soll, in die Gestalt versetzbar: 


1 1— 2af(u, 9) 
Ee aay A? 


? 


d. i. in die Gestalt: 
| A’ = R*[1 — 2ef(u, 9)], 
also, mit Riicksicht auf (20.), auch so darstellbar: 
A? = R? — [2aR?| Y, — (2a Rh) RY,(u, py) — 2a? Y,(u, —:). 


Hier kénnen wir, weil a zu vernachlissigen ist, die in den eckigen 
Klammern enthaltenen Gréssen durch 2aA? resp. durch 2aA ersetzen, 
wie solches aus (14.) sofort folgt. Thun wir aber dies, und geben 
wir zugleich den einzelnen Gliedern eine etwas andere Reihenfolge, 
so erhalten wir die Gleichung der Fliissigkeitsoberfliche in folgender 
Gestalt: 
(21.) (R? — 2aR*Y,(u, 9) — 2eARY,(u, 9) = A2(1 + 2eY,), 
d. i. in der Gestalt: 
(22.) U—B¥=— A (1+ 2cY,), 
wo alsdann Ul und ¥%, wie mit Riicksicht auf (19.), (19 a.) sich leicht 
ergiebt, die Werthe haben: 

5 M, / A\3 
U= B+ 7, BP. (u) — 5S a (z,,) BP (cosm), 


2 
vy 


(23.) 


B= 2cAlARu + BRY1—wcosp+TRYV1—w' sing]. 
g* 
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Hier repriisentiren (R, u, m) die Polarcoordinaten irgend eines 
Oberfliichenpunktes der Fliissigkeit, und (2, ux, g,) die Polarcoordi- 
naten des Himmelskirpers M,. Sind also (a, y, 2) und (a, Yn, 2) 
die entsprechenden rechtwinkligen Coordinaten, so finden die [ela- 


tionen statt: 


~ 


en aM Me RP=etyt 2, 
(@.) y ia fi yi— es rie y Z cos a ee aE YY), a ez, 
z2=RY1—vw' sing, ae KR, : 


wo y, die gegenseitige Neigung der beiden Richtungen (uw, gm) und 
(un, g,) vorstellt. Ferner ist [vgl. (10.) p. 29]: 


Nee 3 2 1 
2 oe ae 
3 9 1 
P, (cos y;,) = = (cos? Vv, ean, 
also mit Riicksicht auf («.): 
ke = ye 
a lees a + y? + 2? 
@) wa —t[e-C+e+4), 
é » + YY, + 22,\? a> + % 1g 
Roun [eset 
2 (COS Vi) Dy) Ri, 3 


Mittelst dieser Formeln (@.), (6.) gewinnen die Ausdriicke 1, B (23.) 
foleende Gestalt: 


ties (0? Rew) op ate eta 
M 


15 rn(A\[(e% +¥y, + ats c* + y? 1 2" 
ay Shay [Cotetey_eepesy 


B= 2aA (Ax + By+1az); 


demgemiiss ist WU eime homogene Function zweiten Grades von x, ¥, 2, 
und & eme homogene Function ersten Grades von x, y, 2. Folglich ist 
die durch die Formel (22.) dargestellte F liissigkeitsoberfldche ein Ellipsoid. 

Durch eine parallele Verschiebung des Axensystems (a, y, 2) kann 
man den linearen Term & zum Verschwinden bringen, der Gleichung 
des Ellipsoids (22.) also die Gestalt verleihen: 


(25.) se 


wo U dieselbe homogene Function zweiten Grades bhezeichnet, wie bisher, 
wahrend A eine Constante vorstellt. Substituirt man fiir 1 seine 
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in (24.) angegebene Bedeutung, so erhiilt man also schliesslich die 
Oberfldche des Fliissigkeitsellipsoids in folgender Darstellung: 


(e ye eat (Se el 


Sagk 


Eas 45 (co. M, ie y La, oH Yn i aa x+y? + ge 
2 \R, ( ane ae 3 


Aus. dieser lormel*) erkennt man, dass die von der Rotations- 
bewegung und von den Himmelskérpern M,, M,, M,,... herriihrenden 
Anschwellungen der Fliissigkeit sich gewissermassen superponiren, und 
dass jede solche Anschwellung, fiir sich ‘allein betrachtet, ebenfalls 
von ellipsoidischer Form ist. Zugleich bemerkt man, dass die der Rota- 
tionsbewegung entsprechende Anschwellung durch ein abgeplattetes Um- 
drehamgsellipsoid repriisentirt ist, dessen Axe mit der Rotationsaxe der 
Fliissigkeit zusammenfillt, wihrend andererseits die von irgend einem 
Himmelskérper MM, herriihrende Anschwellung durch ein gestrecktes Um- 
drehungsellipsoid sich darstellt, dessen Axe nach M, gerichtet ist. 


(26.) 


So: 
Vereinfachung der in § 6 angestellten Untersuchungen **). 


Im § 6 ist auf pg. 101-+104 der Werth des Ausdruckes 


berechnet worden. Die dort zur Ausfiihrung dieser Rechnung benutzte 
Methode kann aber ersetzt werden durch eine bei Weitem kiirzere 
und einfachere Methode, welche auf der Anwendung des Laplace’schen 
Sphdroidsatzes heruht. 

Zufolge jenes Satzes [vg]. (9.) pg. 52] ist namlich: 
(1) oe 


o=h 


5 
a OV 
wodureh der Oberflichenwerth des Ausdrucks ae auf den von V 


selber reducirt wird. Letzterer aber war bereits ermittelt worden. 
In der That hatten wir in (12.) pg. 93 gefunden, dass der Oberflachen- 
werth von V folgendermassen lautet: 


*) Setzt man die M, simmtlich = 0, so verwandelt sich die Formel (26.) 
in die friiher gefundene Formel (20.) pg. 97, wobei Riicksicht zu nehmen ist auf 


(18.) pg. 96. 
**) Der Herausgeber erlaubt sich, diese Vereinfachung, zu welcher derselbe 


erst wihrend des Druckes gelangt ist, hicr wenigstens nachtrdglich mitzutheilen. 
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,_ 4g A’ { 5 2(n — 1) ry 

Va LT ¢2 aapa tel) fe 
Auch hatten wir damals, in (14.), (15.) pg. 94 und 96, gefunden, dass 
die hier auftretenden Y’s simmtlich =O sind, mit alleiniger Aus- 


nahme von Y,; so dass wir schreiben kénnen: 


y= [1 4,9) 


Substituiren wir nun diesen Oberflachenwerth von V in der rechten 


Seite der Formel (1.), — woselbst dieser niimliche Werth mit (V) 
: I= R 
bezeichnet worden ist —, so erhalten wir: 
OV ih 82q A” a 
(23 2A(5-) Shey [1 oo oes y) |. 


Hieraus folgt, falls wir fiir Y,(w, m) den schon friiher, in (19.) pg. 96, 
erhaltenen Werth: — = (u? — = substituiren: 

‘ OV Lt 4ngA af sy 1 

bs 2, a ee 


0=R 


Dies aber ist dasselbe Nesultat, zu welchem wir in § 6, namlich in 
(14.) pg. 104, auf ganz anderem und viel miihsamerem Wege gelangten. 


Sechstes Capijtel. 


Ueber die Gauss’sche Theorie des Erdmagnetismus*). 


Wir werden zuvérderst die analytischen Ausdriicke fiir die drei 
Componenten S, M, P des Erdmagnetismus entwickeln. Dabei mag 
S die senkrechte (d. 1. vertikale) Componente sein, waihrend M und P 
die beiden horizontalen dem Meridian und dem Parallelkreis entsprechen- 
den Componenten vorstellen sollen. Auf Grund der analytischen Aus- 
driicke dieser drei Componenten werden wir sodann zeigen, dass, wenn 
S fiir siimmtliche Punkte der Erdoberfliche bekannt ist, diese Kennt- 
niss von S bereits ausreichend ist zur Berechnung von M und P. Ist 
andererseits MZ bekannt, waihrend S und P unbekannt sind, so wird, 
wie wir zeigen werden, diese Kenntniss von M ausreichend sein zur 
Berechnung von S und Pp, 

Zu diesen Sitzen, die wesentlich darauf beruhen, dass die in Rede 
stehenden Krifte ein Pofential besitzen, werden noch andere Ergebnisse 
hinzutreten, die derselben Quelle entstammen, und nicht weniger merk- 
wiirdig sind. 

Uebrigens wird bei Ableitung all’ dieser Saitze vorausgesetzt sein, 
dass der eigentliche Sitz der erdmagnetischen Kraft wirklich imnerhalb 
der Erde sich befindet. Schliesslich werden wir zur Beantwortung der 
Frage tibergehen, in wie weit eine solche Voraussetzung gerechtfertigt ist. 
Und zwar werden wir zeigen, dass man auf diese Frage in der That 
Auskunft zu geben vermag, niimlich zeigen, dass man auf Grund eines 
zweckmissig eingerichteten Beobachtungsmaterials dereinst dariiber 
zu entscheiden im Stande sein wird, ob der Sitz der sogenannten erd- 
magnetischen Kraft wirklich imnerhalb der Erde, oder aber ausserhalb 
der Erde, oder vielleicht theils innerhalb, theils ausserhalb derselben zu 
suchen ist. 


*) Gauss: Allg. Theorie des Erdmagnetismus. 1838. (Gauss’ ges, Werke 
Bd. 5.) 
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© aks 
Die analytischen Ausdriicke fiir die Componenten der erdmagne- 


tischen Kraft, unter der Voraussetzung, dass der Sitz dieser Kraft 
wirklich innerhalb der Erde sich befindet. 


Wir besitzen viele, aber sehr verschieden zuverlissige Beobach- 
tungen tiber den Erdmagnetismus, deren Resultate man dadurch zu 
veranschaulichen gesucht hat, dass man auf der Erdoberfliiche die 
isogonen, isoklinen und isodynamischen Curven construirte. 

Die ersten Versuche zu einer Theorie des Erdmagnetismus be- 
standen darin, dass man innerhalb der Erde em Paar magnetischer 
Pole annahm, und diesen Polen eine solche Lage zuzuertheilen suchte, 
dass hieraus die beobachteten Erscheinungen sich erkliren lessen. 
Dabei hatte man alsdann zu verfiigen iiber 7 willktirliche Constanten, 
von denen 6 die Lage der Pole ausdriickten, und eime die Intensitdt der 
Pole bestimmte, Muler fand jedoch, dass ein derartiges Verfahren, wie 
man tiber jene 7 Constanten auch disponiren mag, unzureichend sei 
zur Erklirung der beobachteten Erscheimungen, und nahm daher zwei 
Polpaare an, wodurch den Hrscheinungen schon besser entsprochen 
werden konnte. — Man darf sich aber nicht verfiihren lassen, in diesen 
Annahmen mehr zu sehen, als die willkiirliche Disposition tiber 7, 
respective 14 Constanten. Diese Art der Erklairung hat iiberdies auch 
noch den Nachtheil, dass die Rechnung sehr unbequem ist, weil zur 
Durchfiihrung derselben keine allgemeine Methode sich darbietet. In 
der That ist auch die Durchfiihrung einer solchen Rechnung, nach 
Huler, nur noch einmal, und zwar von Hansteen unternommen worden, 
in seinem beriihmten Werke iiber den Erdmagnetismus. 

Wir nehmen zunichst an, der Sitz der erdmagnetischen Krafte liege 
innerhalb der Erde selbst, — eime Annahme, zu deren Priifung sich 
spater die geeigneten Mittel ergeben werden. Ueber die Vertheilung 
des Magnetismus in der Erde machen wir vorlaiufig gar keine An- 
nahme, betrachten vielmehr diese Vertheilung als irgend eine unbekannte 
(continuirliche oder discontinuirliche) Function des Ortes. 

Bezeichnet m irgend einen an der Erdoberfliiche befindlichen magne- 
tischen Massenpunkt (z. B. irgend einen Massenpunkt derjenigen magne- 
tischen Materie, die in einer Compassnadel enthalten ist), so wird das 
Potential des Erdmagnetismus aut diesen Punkt m den Werth haben: 


(1.) V= SF 


dabei ist die Summation ausgedehnt zu denken tiber alle innerhalb der 
Krde befindlichen magnetischen Massenpunkte m’, und unter EF die 
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Entfernung zwischen m’ und m zu verstehen. Sind nun (@, wu, p) und 
(o, w, 9) die Polarcoordinaten von m und m’ in Bezug auf ein Polar- 
coordinatensystem, dessen Anfangspunkt im Centrum der Erde liegt, 
so ist: 

Q SA, 
wo A den Erdradius vorstellt*). Demgemiiss ergiebt sich [vgl. pg. 46] 
die Entwicklung: 


1 1 oe P, (cos y) 


eg) 


wo y die Neigung von 9 gegen 9’ reprisentirt. Substituirt man diese 
Entwicklung in (1.), und beachtet, dass 2’m’ = 0 ist**), so er- 


halt man: 


(2.) Vo 


@* P, (cos 7) 
os Sa PRE Fc 


Cs Q 


[m' oe’ P, (cos y)| dm o'? P, (cos y)| 
= 2 a Rigg ma) x “ta mk 
Q 0 
Die hier in den Zihlern auftretenden Summen sind, wie man leicht 
erkennt [vg]. z. B. (19.) pg. 49], ebenso wie P, (cos y) selber, Kugel- 
funetionen der Argumente uw, g, und méogen demgemiiss mit 


Y, (u, 9), ¥,(u, 9), ete, 


A*Y,(u, 9), A*Y2(u, @), ete. 
bezeichnet werden. Es mag also gesetzt werden: 
> [m' 9 P,,(cos y)] = A't+2Y, (uw, p). 
Alsdann geht die Formel (2.) tiber in: 


oder besser mit 


4 


A’ A Ans 
(3) V= a Vi, 9) + Ge Yel 9) +--+ oti Unt, O)ieaie, 


woftir, unter Fortlassung der Argumente uw, g, einfacher geschrieben 


werden kann: 
As At 2a 
(3a.) eandims nie fie use k GRE NG Re 


, 

Die Vertheilung der magnetischen Materie innerhalb der Erde be- 
trachten wir als wrbekannt. Demzufolge sind z. B. die hier eingefiihrten 
Y’s unbekannte Kugelfunctionen der Argumente wu, gp. Wie dem auch 
sei, jedenfalls werden wir aus (3.) die zu Anfang dieses Capitels 

*) Bei der gegenwirtigen Betrachtung soll nimlich die Erde geradezu als 
eine Kugel angesehen werden; und der Radius dieser Kugel soll A heissen. 

**) Wir schliessen uns hier der bekaunten Annahme an, dass in jedem 
Kérper, also z. B, auch in der Erde, ebensoviel positiv-, wie negati-magnetische 
Materie enthalten ist. 
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genannten Componenten S, M, P abzuleiten im Stande sein, indem wir 
. uns dabei der Formeln (z.) pg. 25 bedienen. 

Beachtet man, dass der dortige Factor f im gegenwirtigen Falle 
= 1 ist, und setzt man iiberdies die Masse m des sollicitirten Punktes 


m(Q, &, p) ebenfalls = 1, so ergiebt sich aus jenen Formeln: 
/1— uw? OV 
M = Roos (RB, dox) = + ! Ge 
2 1 OV 
(4.) P == ff COS (Rh, Gy) = ivi og ) 
S = Ros (R, do) =—%, 


wo z. B. S in der Richtung o, d. i. vertikal nach oben gerechnet ist. 
Substituirt man hier fiir V den Werth (3a.), und beachtet man, dass 
der sollicitirte Punkt (@, u, p) dicht an der Erdoberfliche liegen, mithin 
@ nur wenig grésser als A sein soll, und dass also, nach Ausfiihrung 
der Differentiationen, @ ohne merklichen Fehler = A gesetzt werden 
darf, so erhilt man: 


(Ge) M=Vi-w 2 (Yt+%+--+¥%4~), 


(6.) P= — = = Uy, sey cae eee es +...) ' 


(7.) 8 SE icenS Wee dave enor tay) Pee 


Die beiden horizontalen Componenten M und P lassen sich yer- 
einigen zu einer einzigen horizontalen Componente H. Und zwar erhilt 
man fiir H, ferner fiir die Declination 0 und fiir die Inclination j die 
Formeln: 


(8.) H=VM+1P*, tgo=— 


P . S 
mw 8 


Die drei Gréssen H, 0, 7 sind am unmittelbarsten der Beobach- 
tung zuginglich. Doch ist ihr Zusammenhang mit dem eigentlichen 
Kern der Theorie, nimlich mit dem Potential V ein so complicirter, 
dass es von vornherein unpraktisch erscheinen muss, dieselben als 
Grundlagen der Rechnung einzufiihren. Vielmehr erscheint es rathsam, 
aus den beobachteten Werthen von H, 0,7 zuvérderst die Werthe von 
M, P, S abzuleiten, und sodann diese letztern zur eigentlichen Basis 
der Rechnung zu nehmen. 
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§ 2. 


Fortsetzung. — Der gegenseitige Zusammenhang zwischen den drei 
Componenten des Erdmagnetismus. 

Nehmen wir an, es sei S fiir alle Punkte der Erdoberfldche bekannt, 
und es sei gelungen, dieses S in eine nach Kugelfunctionen fortschrei- 
tende Reihe zu entwickeln: 

(9.) ee aa a pee ae tS eae ete er 
wo S, eime Kugelfunction n‘™ Orduung vorstellt. Alsdann miissen, wie 
aus dem Theorem pg. 59 und den Zusiitzen pg. 60 sich ergiebt, die 
KEntwicklungen (9.) und (7.) Glied fiir Glied untereinander identisch 
sein; woraus folgt: 
(10a.) Sees Null, and> 

1 z 1 1 
(0b) Y= = 4,,-Y, = Sigg: Spe aT 
Nachdem in solcher Weise die Y’s gefunden sind, kénnen jetzt, auf 
Grund dieser Y’s, mittelst der Formeln (5.), (6.) sofort auch die Werthe 
der Componenten MZ und P berechnet werden; so dass man also zu 
folgendem Satz gelangt: 

Erster Satz. — Ist S fiir, alle Punkte der Lrdoberjfldche bekannt, so 
wird diese Kenntniss von S bereits ausreichend sein zur Berechnung von 
M und P. 

Wir gehen iiber zu einer andern Betrachtung, die sich ebenfalls 
den Formeln (5.), (6.), (7.) anschliesst. In jenen Formeln représentiren 
M, P, S die Werthe der drei Componenten der erdmagnetischen Kraft 
an der Erdoberfliche, also Functionen von wu, y. Demgemiiss folet 


aus (5.): 
f Meat Nt Nt IMENT Oe 


Der hier auftretende letzte Term 


(Y, cals in al ats ‘t)u=—t 
enthalt diejenigen Specialwerthe, welche die Y’s ftir w= — 1 an- 
nehmen, und kann also nur noch von @ abhingig sem. Nun sind aber 
die Y’s fiir w= —1 nicht nur von u, sondern auch von p unabhdngyy 
[vgl. die zweite Bemkg. pg. 77]. Demgemiss ist also jener letzte ‘Term 
unabhingig von w und g, d.h. eine Constante. Wir erhalten daher: 


(11) Ses ° (CO 2 ica a eee 


124 Sechstes Capitel. 


Nehmen wir nun an, es sei die Meridiancomponente M fiir alle Punkte 
der Erdoberfltiche bekannt, es sei also M eine bekannte Function von 
u, gp. Alsdann gilt offenbar Gleiches auch von dem in der letzten 
Formel befindlichen Integral, mithin*) auch von den daselbst vor- 
handenen Y’s. Sind in solcher Weise aber die Y’s gefunden, so kann 
man aus ibnen sofort, mittelst der Formeln (6.), (7.), auch P und S 
berechnen. Also folgender 

Zweiter Satz. — Ist M fiir alle Punkte der Erdoberflache bekannt, 
so kann man sofort auch die Werthe von P und S finden. 

Wir gehen tiber zu einer dritten Betrachtung iiber die Formeln 


(5.), (6.), (7.). Aus (6.) folgt sofort: 
dt lg ‘ i . 
ie V1 <i uw | Pap =(Y, a Y, + Y; ee) eae Y¥,+ Y¥;3-+ +++ )p=0- 
0 


Der hier auftretende Term 


(Y, 1 Y, si Y; =a ‘)yp=0 
ist offenbar unabhingig von g, mithin nur noch eine Function von uw. 
Er mag demgemiss mit J(u) bezeichnet werden. Alsdann -erhilt 
man also: 7 


0 
Substituirt man aber den hieraus fiir (Y, + Y, + Y,-+---) sieh er- 
gebenden Werth in (5.), so folgt sofort: 


mM Ra ose SE 5 | et hae | 
=Vl—u om \F@®)—Vi-e J aD 


Denkt man sich diese Formel successive fiir zwei Stellen (uw, pm) und 
(wu, p) ein und desselben Parallelkreises (uw) gebildet, und die so ent- 
stehenden beiden Gleichungen von einander subtrahirt, so erhalt man: 


ee ee ee 
(12.) M(u, p) — M(u, 9’) = — V1- - \V1 wf Peg). 
9 


Nimmt man nun an, es set P ftir alle Punkte der Erdoberfliche bekannt, 
so wird die rechte Seite der letzten Formel ebenfalls bekannt sein, 
folglich auch die linke Seite. Also folgender 

Dritter Satz. — Ist P fiir alle Punkte der Erdoberfliche bekannt, 
und ist tiberdies M fiir alle Punkte eines bestimmten Meridians (g’) 
bekannt, so wird man M fiir stimmtliche Punkte der ganzen Erdober- 
{ldche, mithin [zufolge des zweiten Satzes| auch S zw berechnen im 
Stande sein. 


*) Vel. das Theorem pg. 59, und die Zusiitze pg. 60. 


Ueber die Gauss’sche Theorie des Erdmagnetismus. 125 


Fortsetzung. — Ueber die Aenderungen, welche die drei Compo- 
nenten des Erdmagnetismus erfahren bei einer Erhebung itiber die 
Erdoberfliche, 


Vierter Satz. — Sind H, 0, j, mithin auch M, P, 8 fiir irgend 
ein Gebiet der Erdoberfliche bekannt als Funetionen der geogra- 
phischen Breite und Linge, so kann man hieraus die Aenderungen. be- 
rechnen, welche die genannten Grissen in jenem Gebiete erfahren bei einer 
Erhebung tiber die Evrdoberfldche. 

Dieser Satz, den wir sogleich beweisen werden, ist von besonderer 
Wichtigkeit. Denn auf ihm beruht die Méglichkeit, die magnetische 
Wirkung einer Gebirgsmasse zu bestimmen. Denkt man sich nimlich 
H, 0, j oder (was dasselbe ist) M, P, S in der Ebene zu beiden Seiten 
des Gebirges, und in solcher Entfernung vom Gebirge, dass die Ge- 
birgsmasse auf diese Gréssen ohne Einfluss ist, als Functionen der 
geographischen Breite und Linge bestimmt, so kann man hieraus zu- 
vorderst durch Interpolation diejenigen Werthe ableiten, welche diese 
Functionen in jener Ebene im Raume des Gebirges besitzen wiirden, 
falls die Gebirgsmasse gar nicht vorhanden wire. Aus den in solcher 
Weise construirten Functionen kann man sodann aber, zufolge des 
anfangs genannten (noch unbewiesenen) Satzes, diejenigen Werthe be- 
rechnen, welche M, P,S, H,0,j auf der Hohe des Gebirges besitzen 
wiirden, falls die Gebirgsmasse nicht vorhanden wiire. Der Unterschied 
dieser theoretisch berechneten Werthe, gegeniiber den auf der Hohe des 
Gebirges wirklich beobachteten Werthen, wird alsdann herriihren von 
der Einwirkung des Gebirges, mithin anwendbar sein zur niheren Be- 
stimmung jener Hinwirkung. — 

Da bei den bisherigen Beobachtungen, die im Kaukasus, den Pyrenaien 
und den Alpen angestellt sind, der Einfluss der Gebirgsmasse selber nicht 
beriicksichtigt worden ist, so hat man unter einander stark abweichende 
Resultate tiber die Abhiingigkeit der magnetischen Erscheinungen von der 
Erhebung tiber das Meeresnivean erhalten. Ks wire vielleicht eine lohnende 
Arbeit, die in den Pyreniien angestellten Beobachtungen nach Maassgabe 
der soeben gemachten Andeutungen niiher zu discutiren. (J". N. 1856.) 
Der Beweis des zu Anfang dieses Paragraphs genannten Satzes 

beruht auf den Formeln (4.): 

(A.) SM, 
Ou Vi-—w 

a) av  oyi yp, 
OV 

(C.) Doe ot 8, 


- 
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sowie auf der fiir V geltenden Differentialgleichung AV = 0, d. i: 
Bt ay Vitae weav oy eae 
(D.) de (0 ao) ae (1 “) a) + aoe apt 9 
[vgl. pg. 9 und pg. 23]. Differenzirt man nimlich die Formeln (A.), 
(C.) respective nach g, w, und subtrahirt sodann dieselben von ein- 


ander, so folet: 


oS 
oe. Ves ee aCe , M) pe 
cd Vig ou 
Und in 4&hnlicher ane ae aus (B.), (C.) durch Differentiation 
nach 0, 9: 


(B.) 0= 3, Vi w# Pr). 
av ave av 
Ou’? Op’ Oe 


die in (A.), (B.), (C.) 


Substituirt man ferner in (D.) fiir 


angegebenen Werthe, so folet: 


C Ae 
Gol rae Slit oe = (0 Vi— #@ uw) ——*—— = 0. 
Vi- é@ 
Diese ene (a.), i s ) kann man aber offenbar auch so schreiben: 
ype os 
i @ V1 Poke Ou? 
- 1 os 
JE —————— os 
+o ; reeneeee 
5 Os 0 ae pee: 
20S + 9? — = 9 — (VI— # M) —- -~—* 
de Ow Vi—  o@ 
oder auch so 
om os M Vi-—vw os 
@ @ Oe AAT 
oP if 1 os 
13. ae Line ES - 
Oe 0@ @ eV1i— wu op 
Os 28 10 2 a oa 1 OP 
Ee SS a 1—wW 
Ce qt @ op V Mone eVi— weg 


Sind nun M, P, S fiir. irgend ein Gebiet der Erdoberfliche bekannte 
Functionen der geographischen Breite und Linge, d. i. bekannte Func- 


tionen von uw, pg, so kann man, mittelst dieser Povniela (13.), sofort die 


OM oP aS 4, 5 
De? be? be verechnen. 


diesem Gebiet entsprechenden Werthe von 
Und hieraus ergeben sich dann ferner, mittelst der Formeln (8.), auch die 

OH Cog og 
Werthe von Dor eee ree 
ragraphs aufgestellte Satz bewiesen. 


Hiermit ist der zu Anfang dieses Pa- 


Ueber die Ganss’sche Theorie des Erdmagnetismus. Lo" 


§ 4. 


Ueber die Entscheidung der Frage, ob der Sitz der erdmagnetischen 
Kraft innerhalb oder ausserhalb der Erde zu suchen ist. 


Wir haben bis jetzt angenommen, der Sitz der erdmagnetischen 
Kraft sei wirklich innerhalb der Erde. Um die Richtigkeit dieser An- 
nahme zu priifen, machen wir jetzt die entgegengesetzte Hypothese, 
dass der Sitz jener Kraft ausserhalb der Erde sich befindet. Alsdann 
erhilt man, wie leicht zu iibersehen ist, an Stelle der Reihenentwick- 


lung (2.), felgende: % 
m am P, oe 7) 2 m' P, (cos ¥) 
— = eo? sty OP ots aceine 


Beachtet man nun, dass hier das erste Glied rechts einen constanten 
d. h. von 9, w, m unabhiingigen Werth hat, und setzt man iiberdies: 


m’ P. (cos ¥) ; 
= oti ne Amt Zn (u, 2) a SR 


1 
yaa 


wo A den Erdradius, und Z, eine Kugelfunction n‘** Ordnung vor- 
stellt, so erhalt man: 


(14.) V = (Const.) + 07, sO) ae. 


Und hieraus ergeben sich, mittelst der Formeln (4.), fiir M, P, S die 
Werthe: 
5) M=YVi-w aa gz. +2Z,4+Z,+++4,4+--), 
1 

5: = 4,+Z4,+Z, Zs 
(16.) ee ee aes Bee ache) 
er a, 
Vergleicht man diese Werthe (15.), (16.), (17.) mit den fritheren Werthen 
(5.), (6.), (7.), so bemerkt man volle Uebereinstimmung bei M, P, hin- 
gegen wesentliche Verschiedenheit mit Bezug auf 8. 

Ebenso wie sich damals [in (11.)] ergab: 


ae — (Cone ee ey, 


ebenso wird sich also gegenwirtig ergeben: 


aay ee eee Za Z, 


J ying uw 


Denkt man sich also das M als eine durch Beobachtungen bestimmte 
Function von u, g, so erhilt man fiir die Z’s genau dieselben Werthe, 


128 Sechstes Capitel. 


wie friiher fiir die Y’s. Wihrend aber die Y’s zu den durch die Ent- 
wicklung*): 
S=8,+5+85, +8,-+-:: 

sich ergebenden Kugelfunctionen S,, S,, S;, S,,... im der Beziehung 
(10b.) standen: Pe 
Y¥,=485,, Y¥,=48,, Y; = 485,...+5 
stehen die gegenwirtigen 7’s zu S,, S,, S,,... in folgender Beziehung: 

“, ers oes Z, a ae $8, Zs see bre $83, 
wie solches aus (17.) hervorgeht. Diese Verschiedenheit giebt also ein 
Mittel zur Kntscheidung der Frage, ob der Erdmagnetismus dmnerhalb 
oder ausserhalb der Erde seinen Sitz hat, oder ob derselbe — was 
wohl am wahrscheinlichsten ist — theils in imneren, theils in fusseren 
Ursachen seinen Grund hat. 

Aller Wahrscheinlichkeit nach wird also dereinst, sobald die Be- 
obachtungen ihrer Zahl und Art nach hinreichend vervollkommnet sind, 
die Aufgabe an uns herantreten, jene beiderler Ursachen von eimander zu 
trennen. Dies aber kann folgendermassen bewerkstelligt werden. 

Existiren wirklich beiderlei Ursachen (innere und fussere), so ist 
das Potential gleich der Swmme der beiden friiheren Ausdriicke (3a.) 
und (14.); so dass man also erhiilt: 


8 5 
(18)  V=(Const.) + = oe - et ee - year 
mB ree Ae A LS ey 
Hieraus aber ergeben sich, atte der in ) genannten Formeln: 
i yi-w ie c ag 
4 0 Cu } 
ip tier 
= Oo F) 


fiir die Meridiancomponente M und die senkrechte Componente S die 
Werthe: 


(19) M=Vi-e# s (Yt+4+(h+A4+GtAt-), 
(20) S=@¥Y,-—Z)+G6Y¥,—24)4 (4Y,—34)+- 


Und hieraus folgt weiter [vgl. die Betrachtungen auf pg. 123]: 


5 Méu 


(21, ne = (Const) -++(%+Z)+(%+4)+ +H) 4 


*) In dieser Entwicklung wird (ihnlich wie friiher) das Glied S, wiederum 
fehlen, wie sich solches aus (17.) sofort ergiebt, 


a | 
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Sind nun S und M, auf Grund ausreichender Beobachtungen, /iir 
alle Punkte der Erdoberfliche bekannt, mithin die linken Seiten der 
Formeln (19.), (20.), (21.) bekannte Functionen von pw, g, so wird man 
diese Functionen nach Kugelfunctionen zu entwickeln im Stande sein: 


(22, rs ree Rete gc ait J 
(23.) fo = (Const.) aL M, +- M, | M, an M, aE eee 


Zu den in solcher Weise berechneten Kugelfunctionen S,, S,, ... und 
M,, M,,... stehen alsdann die unbekanntén Y’s und Z’s in folgender 
Beziehung: 


ES Zi 5, Ta ie, 
(24.) 3Y,—22,=—8,, Y¥,+ 4, = M,, 
4Y, —32,—S,, Y; + 2, = Ms, 

ete. etc., etc. ete.; 


woraus sofort folgt 


( eG es ee Bn? Mens 
DY, =S,+2M,, 5Z, =3M, — &,, 
(25.) i¥,—=8,+3M,, os eae 


ad 


ete. ete. | etc. etc. 
(Qn+1)Y,=S,+7mM,, (Qn+ 1)Z,=(n+ 1)M,—S&h. 

Sind also S und WM fiir alle Punkte der Erdoberfliche bekannt, 
so kann man, mittelst dieser Formeln (25.), die Y’s und Z’s berechnen, 
und in solecher Weise die vorgelegte Frage entscheiden. Sollte sich 
z. B. bei dieser Berechnung ergeben, dass die Y’s simmtlich = 0 sind, 
so wiirde hieraus folgen, dass die erdmagnetischen Krifte ihren Sitz 
nur ausserhalb der Erde haben. U. s. w. 

Die bis jetzt angestellten Beobachtungen sind leider zur Berechnung 
der Y’s und Z’s noch nicht ausreichend. Freilich hat Gauss in seiner 
grossen und beriihmten Abhandlung die Componenten des Erdmagne- 
tismus, auf Grund der angestellten Beobachtungen, wirklich nach Kugel- 
functionen entwickelt. Die Mangelhaftigkeit jener Beobachtungen bringt 
es aber mit sich, dass diese Gauss’schen Formeln kein sicheres Iunda- 
ment geben zur Berechnung der Y’s und 4’s*), 

Die Entscheidung der Frage, ob der Erdmagnetismus in imnern 
oder dussern oder gleichzeitig in bedderlei Ursachen seinen Grund hat, 


*) Man vgl. namentlich den Artikel 40 der Gauss’schen Abhandlung: All- 
gemeine Theorie des Erdmagnetismus, 1838. (Ges. Werke. Bd. 5.) 


F. Neumann, Vorl, iib. das Potential. 9 
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ist also der Zukunft vorbehalten*). Da indessen gegenwirtig durch Er- 
richtung fester magnetischer Stationen, namentlich auf Russischem und 
Englischem Gebiete, die Beobachtungen bedeutend vervielfaltigt werden, 
so steht zu hoffen, dass in einigen Jahren zur Entscheidung der Frage 
hinreichendes Beobachtungsmaterial vorhanden sein wird. Jedenfalls 
diirfte es, vor Entscheidung dieser Frage, kaum moglich sein, an die 
Erklirung der (theils periodischen, theils plétzlichen) magnetischen 
Schwankungen niher heranzutreten. 

Bemerkung. — Gauss ging bei seinen soeben genannten Entwick- 
lungen bis zur verten Kugelfunction, diese melusive. Solches erwies 
sich als ausreichend, da die Rechnung nur innerhalb der Beobachtungs- 
fehler von den Beobachtungen abwich. Gauss ‘hatte demnach 


1+38+54+74+9=(4+ 1) = 25 
Constanten zu bestimmen; was er, der ein ebenso grosser Rechner wie 
Mathematiker war, dadurch bewerkstelligte, dass er 25 Gleichungen mit 
25 Unbekannten aufléste. 

Es giebt indessen eine allgemeime Methode**), diese Constanten 
mit leichter Miihe zu berechnen bis zu jeder beliebigen Ordnung der 
Kugelfunctionen; wobei allerdings vorausgesetzt wird, dass die Be- 
obachtungsorte nach einem gewissen (noch niher anzugebenden) Ge- 
setze tiber die Erdoberfliche vertheilt sind. Unter dieser Voraus- 
setzung existirt nimlich ein einfaches System von Factoren, mit denen 
man nur nothig hat die Gleichungen zu multipliciren, und dann zu 
addiren, um ohne Weiteres die Constanten zu finden. Dass die Be- 
obachtungsorte genau nach jenem Gesetz auf der Erde vertheilt seien, 
ist dabei tibrigens nicht einmal nothwendig, da man die an den eigent- 
lich verlangten Orten vorhandenen Werthe durch gewéhnliche Inter- 
polation aus den an den benachbarten Orten angestellten Beobachtungen 
ableiten kann. 

Die in Rede stehende Methode, welche im folgenden Capitel aus- 
fiihrlich dargelegt werden soll, ist tibrigens anwendbar auf jede beliebige 
Art von Beobachtungen, falls nur dieselben iiber die ganze Hrdober- 
fliche vertheilt sind. Sie wird daher, ausser auf den Hrdmagnetismus, 
namentlich auch anwendbar sein auf die Temperatur der Erdoberfliche. 


*) Vel. tibrigens den Artikel 39 der Gawss’schen Abhandlung. 

**) Neumann: Ueber eine newe Higenschaft der Laplace’schen Yopsilons und 
thre Anwendung zur analytischen Darstellung derjenigen Phdinomene, welche Func- 
tionen der geographischen Linge und Breite sind. Dieser im Jahre 1838 in Schu- 
macher’s Astr. Nachrichten (Bd. 15, 8. 313) publicirte Aufsatz ist spaiter von 
Neuem abgedruckt in den Math. Annalen (Bd. 14, 8. 567). 


= 
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Neumann's Methode zur Entwicklung einer Function nach Kugel- 
functionen auf Grund gegebener Beobachtungen*). 


Ks sei f(u, p) eine unbekannte iiber die ganze Erdoberfliche sich 
ausdehnende Function, wie z. B. die Intensitaét der verticalen Com- 
ponente des Krdmagnetismus, oder wie z. B. die an der Erdoberfliiche 
vorhandene Temperatur. Die Werthe dieser Function /(u, pm) seien durch 
Beobachtung ermittelt in denjevigen 2pq Punkten, in denen 2p dqui- 
distante Meridiane von irgend welchen q Parallelkreisen geschnitten 
werden. Wir werden zeigen, wie man, auf Grund dieser 2pq Beobach- 
tungsdata, die Function f(u, m) nach Kugelfunctionen zu entwickeln im 
Stande ist bis inclusive zur Kugelfunction p** Ordnung: 


(4, Pp) = Yo + Vi(u, ») + Yo(u, 9) --- + Yl, @). 


Dabei werden wir die Anzahl g der in Rede stehenden Parallel- 
kreise, sowie auch deren Lage zu Anfang im suspenso lassen. Spiiter 
aber werden wir jene Zahl g bald = (2p + 1), bald = (p + 1) setzen, 


-indem wir dabei die Lage der Parallelkreise im erstern [alle willkiir- 


lich lassen, im letztern Falle hingegen einem bestimmten Gesetze unter- 
werfen. Dieses Gesetz wird, wie sogleich bemerkt sein mag, darin be- 
stehen, dass die Parameter w,, Uo, Us,--. Up+1 jener (p + 1) Parallel- 
kreise identisch sein sollen mit den (p+ 1) Wurzeln der Gleichung 
Py+1(u) = 0. 

Bevor wir auf den Gegenstand selber genauer eingehen, erscheint 
es zweckmissig, in § 1 und § 2 gewisse Hiilfssiitze vorauszuschicken, 
die theils die trigonometrischen Functionen, theils die Kugelfunctionen 
betretfen. 


*) Es soll in diesem Capitel die schon friiher erwihnte F’. Newmann’sche 
Methode dargelegt werden. Vgl. die Note pg. 130. 
g# 
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ON 
Hiilfssatze tiber trigonometrische Functionen. 


Erster Satz. — Versteht man unter p eine gegebene Zahl aus der 
Rethe 1, 2,3,4,..., ferner unter h eine ganz beliebige positive oder nega- 
tive ganze Zahl, so wird die Summe 


2p—1 5 eae 
GO > ¢& ? =2p oder =0 
e=0 


aes ¢ ae se ae 
sein, je nachdem der Quotient ap cme ganze oder gebrochene Zahl ist*). 


Beweis. — Nimmt man in der bekannten Formel: 


Cirerr e) rome Gertie te cates et ees Nr 
fiir » den Werth: 


so erhilt man**): 


Ani 2p—1 pee 
b=e2 )\( > @ Fs] =o. 
o=0 
. 


Von den beiden Factoren links kann aber der erste nur dann ver- 


schwinden, wenn der Quotient is einen der Werthe: 

--»-— 38, —2, —1, 0, 1, 2, 3,--- 
besitzt. Schneidet man diese Méglichkeit also ab, indem man an- 
: : : I ae 
nimmt, jener Quotient ae sei eine gebrochene Zahl, so muss noth- 
wendiger Weise der zweite Factor verschwinden. 


Hiermit ist der Satz (1.) fiir den Fall bewiesen, dass o eine ge- 


brochene Zahl vorstellt. — Ist nun aber andererseits s eine ganze 
Zahl, so verwandeln sich alle in der Summe (1.) vorhandenen Ex- 
ponentialgréssen in 1; so dass also in diesem Falle die Summe selber 


= 2p wird. — Q. «. d. 


*) Dabei sollen e, x, 7 die gewdhnlichen Bedeutungen haben: e — PATA. 3.58 
= SAI eet er ewe 


**) Es wird niimlich in diesem Falle 1 — y?? —1— @"i q i, — 0, 


F. Neumann’s Methode. igi’ 


Zweiter Satz. — Ist wiederum p eine gegebene Zahl aus der Reihe 
1, 2,3, 4,..., setat man ferner 
(2.) CS x ? 


und versteht man iiberdies unter j und k irgend zwei Zahlen aus der 
Rethe 

(3.) Ree: an, 

so finden die Formeln statt: 


| Pas atta 
| Der pomeineshort Der gemeinschaft- ie 
| liche Werth von | liche Werth von 
j,k ist j,k ist 
| =0 oder =p. |=1,2,3,...(p—1). 
2p—1 
(4.) | S' cos (ej) cos (eka) = 2p p 0 
|o=0 
N | 
2p—1 | 
(5.) > sin (ej@) sin (eka) = 0 p 0 
|e=0 | 
lsp—1 | 
(6.) | cos (ej) sin (eka) =| 0 0 0 
o=0 


Hier gelten, wie durch Ueberschriften angedeutet ist, die Werthe der 
ersten Verticalrethe, falls 7 =k und zwar =O oder =p ist; ferner 
die der zweiten Verticalreihe, falls 7 = k und zwar = 1, 2,3,...(p—1) 
ist; endlich die Werthe der dritten Verticalreihe, falls 4 +: ke ist. 
Beweis. — Es ist: cos = 4 (e*' + e—*'), mithin: 

cos + cos y = $ (ee tM + e—@+HiL ele—vi L e—@—Ni), 

Demgemiass ergiebt sich: 
2p—1 


ju hn 
>: cos |g ——_]} \cos 9 —_} = 
e=0 Pp Pp 
2p— eae (j--k) ai (j—h) nt (j—k) nt 
: Slee ee pee eater 
(f.) =i 5° ee ee eee 


Hieraus aber etetk sich, unter Anwendung des schon bewiesenen 
ersten Satzes (1.), leicht die Richtigkeit der Formel (4.). 

Ist namlich erstens: 7 =k, und zwar =O oder =p, so sind die 
in (f.) enthaltenen Exponentialgréssen simmtlich = 1; so dass also 
jener Ausdruck (f.) tibergeht in: 

£(2p + 2p + 2p + 2p) = 2p. — Gad. 
Ist zweitens: 7 = k, und zwar = 1, 2,3,...( — 1), so wird offenbar: 
j J) S688 38 —1 
a iterate 1D.! oa = aot 
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so dass also jener Ausdruck (f.), auf Grund des Satzes (1.), tibergeht in: 
4(0+0+ 2p + 2p) =p. — Y. 6 a. 

Ist endlich drittens j 4+ k, so ergiebt sich, weil [vgl. (8.)] j und k 
stets Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,3,...p sein sollen: 
jtkh—=—1,2,3,:..(29—1), und j—h=+1,+2,43,...1p, 
mithin: ‘ 

i a s ae — 3 und =a ifs ye =a) a i pwede 3 ; 
so dass also jener Ausdruck (f.), auf Grund des Satzes (1.), tibergeht in: 
40+-0+0+0)=0.— Qed. 

Nachdem in solcher Weise die Richtigkeit der Formel (4.) con- 
statirt ist, tibersieht man leicht, dass man in ahnlicher Art auch die 
Formeln (5.) und (6.) zu beweisen vermag. 


§ 2. 
Hiilfssatze tiber die Kugelfunctionen. 
Erster Satz. — Hs seven wy, Ue,..- Ug UNd Ay, Ay, ... Aq waend 
welche Constanten, die den (s + 1) Glerchungen entsprechen*): 
La 
a +a +4, -++a =7=—/f de, 
a 
a1 
Ay My -F Mella -- Asus +++ Ugly =O = f ade, 
—1 
(1.) : eas 
Oy by” Ey Ua” “Fig fg” +++ ig iy? = caf vada, 
aa 
tal 
Ay ty? “PF Ag fly? + Ag tg? +++ $F Ay Ug’ = ds wda. 


Versteht man alsdann unter m,n irgend_zwei positive ganze Zahlen, 
deren Summe (m —-+- ) einen der Werthe 


(2.) OM A neces 


*) Die rechten Seiten dieser Gleichungen (1.) sind: 

4, 0, #, 0, 4, 0, etc. ete., 
wie man solches sofort erkennt aus den fiir diese rechten Seiten angegebenen 
Integraldarstellungen. Demgemiiss wird z. B. in der letzten der Gleichungen (1.) 


: : 2 aa 
die rechte Seite = cant oder = 0 sein, je nachdem die Zahl s gerade oder 
ungerade ist. 
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hat, so finden die Formeln statt: 


m= | m += 0 
q : 7 . ; . 
2 Se. ‘ar Z 
( 3.) = a3 aT (u 2) ee (ua) my n na 1 O 
q 7 ae it es, =a Oe hen 
4 Sep): = 2 Tin 45 J) 
( ) — AZ ir (ua) Pay (ua) | 2n 4 ie TT (mv a= J) : 


Es gelten néimlich rechts die Werthe der ersten oder gweiten Ver- 
ticalrethe, je nachdem m =n oder m == n ee Unter TT ist die Gauss’sche 
Function zu verstehen. 

Beweis. — Bekanntlich ist [vgl. (3.) pg. 70]: 


(g.) Ba ;(a) Py (¢) == (1 — v “9 d? Pe) aE (a) ; 


da ax! 


Folglich ist dieses Product eine ganze rationale Function von # vom 
(m + n)*" Grade*); so dass man also schreiben kann: 


Ch.) Prj(#)Prj(@) = ©) + G0 + G9? +++ + Cnpnart, 
wo die @s Constanten sind. Hieraus folgt, falls man der Variable x 
den Werth «w; zuertheilt, und tiberdies mit a, multiplicirt: 

Pr j(tz) Pas (U2) = Syag + Cragua + Cyan? > + Gupncau*”. 


Summirt man diese Formel tiber 4 = 1,2,3,...q¢, so subordiniren 
sich die rechter Hand auftretenden Summen 


a; + ay + as 8 Og; 
Oy hy + As thy + 43 lly +++ PF Ug Mg, 
Cy wy? fF a, (ty” b Ag lg? +++ 4 Ag My"; 


Gy by ® + AT pee Oe hg , 
weil m+ n [vgl. (2.)] zur Zahlenreihe 0, 1,2,...8 gehdren soll, den 
in (1.) aufgestellten Gleichungen. Und man erhilt also: 


q +1 =p -+-1 AG 
E> ty, Py, j(ta) Pn; (ta) =Cy f da+6, fada+, f ada -+Gnpn f amtrda. 
=1 =I —1 —1 —1 


Die rechte Seite dieser Formel ist offenbar auch so darstellbar: 
A 
ip (©, + C2 + Oa? ----+ Grint") dz, 
=H 


*) Solches ergiebt sich sofort, falls man nur beachtet, dass P, (wv) und P, (2) 
ganze rationale Functionen von w sind, respective vom m‘™ und ni Grade. 
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also nach (h.) auch so: 


a 
4 Pe Pas(2) ax ; 
a 
2 TH(m + J) 
~ aati h(n —¥J) 
=), jenachdem m= oder m=: n ist [vgl. (1), (11) pg. 79]. 
Somit ist die Formel (4.) bewiesen. Aus dieser aber ergiebt sich 
fiir den speciellen Fall 7 =O sofort auch die Formel (3.). — Q. ¢. d. 


und dieses letzte Integral ist bekanntlich oder 


Zweiter Satz. — Denkt man sich die 2q Constanten w,, Me, . ++ Uy 
und Q,, dy,...Gq bestimmt durch die 2q Gleichungen: 


2 
ay + a, + a, sos bt Ay = =f a, 
=% 
ae 
Cy Uy + dz Ue a Gg lly “2 22 >> Ag ig s= (0 =f LAX, 
=F 
(5) 2 2 2 2 : is 
Dy (hy + a, Uy" + Ass ++ bg My snake =f ade , 
=F) 
ae 
Ay Wy? 2—* Ag tg? 1? ie hh =f wis de, 
—1 


so werden Uy, Ug, .-- lg nichts Anderes sein, als die q Wurzeln der 
Gleschung 


(6.) P,(u) = 0. 


Und demgemiiss werden also die Werthe dieser Constanten j,, Uy, . + « lg 

stets reell sein, und zwischen —1 und + 1 liegen.. [Vegl. pg. 44.] 
Beweis. — Der Bequemlichkeit willen beschriinken wir uns auf 

den Specialfall q == 7. Alsdann lauten die Gleichungen (5.) folgender- 


massen: 
2 
ay + a, + a, es eal ea aas 
AU, + Ugly + Asu3 +--+ + au, —0 


‘ 2 
Ay Uy” + Aye” + agus? +--+ Oy beg” = a 

(a.) Ay ty” + Oyu.> + asus> +--+ au, =O, 
yy Ay ty” Fagus’ 2 © Oy ly? = a, 


3 © 
Ay, + As {lg'® lis As tg" Meets Ay Ub cae 
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Fiihrt man die symmetrischen Functionen ein: 
M, = (—1) (4 +e tas + Ur) , 
(b.) M, = (— 1)? (ty te + tits.- > Uy lez) 5 


Mz = (— 1)" eey bg ly fg tis Mg br 5 
so ist offenbar: 
(c.) (1L—py,2) (1—ug2)--- 1—p,2) = 1+ M,2+ M,2?----+ M27, 
wo 2 eine beliebige Variable vorstellt. Istnun z¢ dusserst klein, so er- 
giebt sich: 


a 


LS) Aine Kastye 
a(t =paer 8 (1 ae ee a ee inf.) . 


Hieraus folgt durch Summation iiber 4 = 1, 2, 3,... 7, und mit 


Riicksicht auf (a.): 
1 at 2 v 
@) $4. tia tie)- 


Se MW [lias 


? 


HIP SHE HELO + DPE EME, 


wo C, D, E, . . . Constanten, d. i. unabhiingig von @ sind. 

Multiplicirt man jetzt die beiden Gleichungen (c.) und (d.) mit 
einander, die linke mit der linken, die rechte mit der rechten Seite, 
so erhalt man eine Formel von folgender Gestalt: 


(e.) A, + Aye + Age? +++ + Age? = 
(1 + Mz + Mg2?«-++ + M,2") >< 
~ |><(i+ 242 ...4 7 4 Opt 4 De + Eo --... in inf) |’ 
wo die A’s Constanten, d. i. unabhingig von z sind. Da die Variable 2, 
wenn auch sehr klein, doch im Uebrigen beliebig ist, so miissen in 


dieser Formel (e.) auf beiden Seiten die Coefficienten von 2”, 2°, zt!) 2! 
einzeln einander gleich sein, mithin die vier Relationen stattfinden: 


eae Ms Ms 1 M, 


M, M M M 
fam afte ke} 5 7 
(f) 0 9 | ol amen 
/ ras 9) M, 
M, M; Ms M, , 

era dia a) ale 9 aga) 
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woraus folgt*), dass die Constanten M,,M,,M,,M, sammtlich Null sind: 
(F.) M, = M, = M; = M, = 0. 

Andererseits ergeben sich aus (e.) durch Vergleichung der Coef- 


ficienten von 2°, 2'°, z'* die drei Relationen: 


a 
a q sm 5 Te 3 ? 


1 M, M, M, 
(g) ie eet Tete 


M, 


ii Mi! ees 
Oi! aa ae 
Bezeichnet man nun die in der Function P;(z) enthaltenen constanten 
Coefficienten mit a, 6, y, 0, setzt man also: 
(9”.) P, (2) = az" + B2? + ye? + dz, 
so ergeben sich fiir diese Constanten «, B, y, 0, auf Grund der be- 
kannten Formeln: 


+1 +1 +1 
feP(ede=0, fe P,(e)de—0, f#P,(e)de=—0, 
—1 —1 —1 


[vg]. (5.) pg. 81.J> 
folgende Gleichungen**): 


a te) 
olde oh ed 
= 


ote e 


i) 
7 


(eo) 0 ae 2 : 


a 


Die Vergleichung dieser Formeln ae mit den Formeln (g.) zeigt 
sofort***), dass die Proportionen stattfinden: 
(G.) 1: My: My: Mg=a:Biypsd, 

Substituirt man nun die in (F.) und (G.) erhaltenen Werthe der 


M’s in die identische Gleichung (c.), so erhalt man: 


(L— m2) (1— me). L—wa)=1t Fa prar oes, 


*) Vgl. die Erliuterung pg. 139. 

**) Man erhilt nimlich diese Gleichungen (g’”.) dadurch, dass man in den 
Formeln (g’’.) fiir P, (2) den Werth (g’.) substituirt, und sodann die Integration wirk- 
lich ausfiihrt. 

***) Vel. die Erliuterung pg. 141. 
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1 
oder, falls man z¢ = — setzt: 
g 


(= 4) E—t)-- C— mat e+ reg Se. 


Hieraus aber folgt sofort, dass u,, @,,... uM, nichts Anderes sind, als 
die Wurzeln der Gleichung: 


afi + BE + rh + 0f=0, 
d. i. [vgl.-(g’.)] der Gleichung: P,(£) = 0. — Q. «. d. 


Erlauterung zu (f.), (F.) pg. 1387, 138. — Es kénnte vielleicht in 
Zweifel gezogen werden, ob die vier Constanten M,, M,, M;, M, durch die 
vier Gleichungen (f.) véllig bestimmt sind. Denn es kénnte ja méglicher- 
weise etme dieser Gleichungen eine Folge der dibrigen sein. Dann aber 
wiirden jene Constanten durch die vier Gleichungen nicht villig be- 
stimmt sein, mithin die Formeln (F.) fehlerhaft, oder wenigstens zweifel- 
haft sei. , Diesen Zweifeln kann durch eine ziemlich einfache Be- 
trachtung begegnet werden, bei welcher wir die Werthe der Integrale 


(c.) Sar, (2)dz zur Abktirzung = XK,’ 
setzen wollen. Ratko ist 2. Be [vgl. (5.) pe. ol) 

(B.) Tale dz ='K,2 stets =0, falls q <n. 
Und ferner ot alsdann [vgl. (7.) pg. 82]: 

(y,) for, (e)de= K," = sa) 


=o 

wo TT die Gauss’sche Function bezeichnet. 

Denkt man sich nun in der Function 
(3.) = AP,(2) + BP) + CP, + DP) 
die Constanten A, B, C, D in willhiirlicher Weise gegeben, so wird 
man die Function stets in die Form versetzen kénnen: 
(é.) o=Aeo+ Bet+Fe+A, 
wo A, B, f, A gewisse neue Constanten vorstellen. Versteht man aber 
unter q irgend eine Zahl der Reihe 0, 2, 4, 6,...., und substituirt 
man in der identischen Gleichung 


41 nt 
faode= favde 
= af 
auf der linken Seite fiir ® den Werth (0.), auf der rechten Seite fiir 
den Werth (e.), so erhilé man mit Riicksicht auf («.) sofort: 


7 
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Kal O B I ara 6 
AK $+ BK + OK + DKi =2(454- atopy t sail 
Setzt man hier gq der Reihe nach == 0, 2, 4, 6, so erhalt man mit 


Riicksicht auf (6.) die vier Formeln: 


DEY =2 (4-24 54: 


(5 =p 
(é) OK? + DK, = 2(- oe eee cafe 1 
BRA OK DK = oe ee 


eee Jil ape Oe i eS 
AK! + BES + CKS + DES =2 (4+, +54+9): 


Der durch (0.), (¢.) zwischen den urspriinglichen Constanten A, 
B, C, D und den neuen Constanten A, B, fF, A gegebene Zusammen- 
hang ist solcher Art, dass fiir jedwedes endliche Werthsystem der erstern 
ein bestimmtes endliches Werthsystem der letztern sich ergiebt. Denkt 
man sich nun, was offenbar immer moglich*) ist, jenes endliche Werth- 
system der Constanten A, B, C, D in solcher Weise eingerichtet, dass 
die linken Seiten der Gleichungen (&) willkiirlich vorgeschriebene end- 
liche Werthe 2%,, 2&, 2&%,, 2%, annehmen, so wird diesen Gleichungen 


(7.) 


A B LE A 
2 ay Te ae 


Gentige geleistet werden durch das den A, B, C, D zugehorige end- 
liche Werthsystem der A, B, I, A. 

Somit zeigt sich, dass stets ein endliches, die Gleichungen (7.) 
erfiillendes Werthsystem der A, B, [, A existirt, welche endlichen Werthe 
man den linken Seiten &,, &,, &,, &, auch zuertheilen mag. Und hieraus 
folgt, dass die Determinante der Gleichungen (y.) nicht Null sein kann. 
Gleiches gilt daher auch von der Determinante der Gleichungen (f.). 
— Qe. d. 


*) Es ist das immer méglich, weil die K’s bestimmte endliche Zahlen vor- 
stellen, und weil tiberdies die Zahlen K” 


n? 


nach (y.) von Null verschieden sind. 


e 
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Erlauterung zu (g.), (G.) pg. 188. — Auch bei den Gleichungen (g.) 
kann yon yornherein zwedfelhaft erscheinen, ob durch sie die drei Con- 
stanten M,, M,, M, vollig bestimmt seien. Diesem Zweifel kann in 
analoger Weise begegnet werden, indem man dabei an Stelle der 
friiheren Function ® (6.), gegenwiirtig folgende Function benutat: 
(o.) ¥—= AP, (2) + BP(2) + CP;(2) + DP,(), 


wo A, Lb, C, D wiederum willkiirliche Constanten sein sollen. 


Say? 
Die zu behandelnde Aufgabe. 
Es sind gegeben 2p diquidistante Meridiane mit den Azimuthen 
(oder geographischen Lingen): 
2’) ygy=—0, a, 2a, 3a,.... (2Qp—l1)e; 
so dass also @ den Winkelabstand zweier aufeinanderfolgender Meri- 
diane vorstellt: 


2% % 
1 . — —_- == — _* 
REP) ip a eee 
Ferner sind gegeben g Parallelkreise mit den Parametern: 
(2.) = Uy, Ue, Us, - 8. - bye 


Und die Beobachtungsorte sollen identisch sein mit denjenigen 2pq 
Punkten, in denen die genannten Meridiane und Parallelkreise einander 
schneiden, Demgemiiss sollen die Werthe 


f(t, 9), f(t ©); f (Us, 2a), coe f(u,, [2p — 1] @), 
F@e,9), fe, eo 6G, 26), - ~. fs, (2p — 1] @), 
(3.) pe): Ba eg ee ey 


fi ty 0), Flees eon co Fey gn eg eed a 
welche die zu untersuchende Function /(u,g) in jenen 2pq Punkten 
besitzt, als bekannt, nimlich als durch Beobachtung ermittelt gedacht 
werden. Dabei kann fiiglich dahingestellt bleiben, ob diese Werthe (3.) 
direct beobachtet, oder ob sie durch gewoéhnliche Interpolation aus 
solchen Beobachtungen abgeleitet sind, die in méglichster Nahe jener 
2pq Punkte angestellt sind. 

Wir stellen uns die Aufgabe, auf Grund dieser 2pq Beobachtungs- 
data (3.) die unbekannte Function f(w, p) nach Kugelfunctionen zu ent- 
wickeln bis inclusive zur Kugelfunction p** Ordnung: 


i) f(u, 9) = Vacs Y, (4, 9) + ION. Pt 2b Y, (u, 9); 


dieselbe also darzustellen durch einen Ausdruck von folgender Gestalt*): 


PVs lan(®.) sp. 16, 
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(5.) ff, 9) = 


= 4) Py(u) 

ede Gee Ge ce | Py (u) 

£ ASP A prog Pat f prcac oy Pa 

-|- 

APP [ peg Patt | Gray reny EM L pre ip ele 


Mit andern Worten: Wir stellen uns die Aufgabe, die in dieser 
Formel enthaltenen unbekannten Constanten A, B, auf Grund jener 
Beobachtungsdata (3.), wirklich zw berechnen. Dabei behalten wir uns 
vor, tiber die Anzahl und Lage der Parallelkreise d. i. tiber die Zahl q 
und die Werthe der Parameter u,, Uy, -. + lg Spater bestimmte Vor- 
aussetzungen eintreten zu lassen. Hinstweilen mégen q und u,, Us, .. . Uy 
als willkiirlich gegeben angesehen werden. 

In den 2pq Beobachtungsorten ist p =O, a, 2a,...(2p—l)a, di. 


vA ‘ 
y= 0, p? ie 3 o> a Qp—hs, 
mithin: 
po = 07-9, "2m, Ste oo, (2H 1 are 


Und hieraus folgt, dass sin pg in jenen 2pq Beobachtungsorten durch- 
weg = 0 ist. Das letzte Glied der Formel (5.): 


By sin pp Py, (te) 

wird somit in jenen 2pq Beobachtungsorten durchweg verschwinden. 
Hieraus erkennt man, dass jene 2pq Beobachtungsdata (3.) tiber den 
Werth der Constanten Bf, keinerlei Aufschluss zu geben im Stande 
sind. Und demgemiiss wird es, was die Berechnung der Constanten 
A, B betrifft, nothwendig sein, auf die Berechnung jener letzten Con- 
stante B; von vornherein Verzicht zu leisten, oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, diese letzte Constante als Null zu betrachten: 
(5a.) Be, = 0), 

Wir werden nun, was die gestellte Aufgabe betrifft, zuvérderst 
gewisse intermedidre Constanten C?, S* berechnen, und sodann erst 
tibergehen zur Berechnung der ezgentlich gesuchten Constanten A, B. 
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\ 

§ 4. 

| Berechnung der intermediaéren Constanten (Ge ASSES 

Addirt man in (5.) die einzelnen Verticalreihen, so erhilt man: 

E (6.) f(u,~) =O) + (Ccosy + S,sing) + (C,cos2y + S,sin2y) +---- 
| | ++ + G, cos pp +S sin pg), 

7 oder kiirzer geschrieben: 

Hi ‘a » < . . . 

S (7) [(u, p) = & CG cosjp + 8; sinjg), 

ee i 

; wo die C, S Functionen von w vorstellen. «So z. B. ist: 

=: C, = ARP,»(w) und S, = BPP, p(w). 

ie Bringt man die Formel (7.) in Anwendung auf die 4’ Horizontal- 

[ reihe der Tabelle (3.), niimlich auf die 2p Beobachtungsorte des Parallel- 

ie kreises wz, und bezeichnet man dabei die speciellen Werthe jener von 

in uw abhingenden Functionen C, S fiir w =u, kurzweg mit Ct, S’, so 

Y erhilt man folgende 2p Gleichungen: 

le 3 i, 

e ’ . 

ey (uz, 0) = >(C; cos 0 +S; sin 0), cos 0 sin 0 

j=l 

Ae, «) = >(G cos ja +S sinja), cos ke sin ke 

| f(ur, 2a) = (GC cos 27a +8; sin 23a), cos 2kha sin 2kha 

Gur, [2p— o)=>(G cos(2p—1)ja+ Sj sin(2p—1)ja), cos (2—1)ka|sin(2p—1)ke 


x deren linke Seiten bekannt, nimlich durch Beobachtung ermittelé sind; 
bs fvgl. (3.)]. Multiplicirt man diese 2p Gleichungen mit den beigesetzten 
4 Factoren I., und addirt, indem man dabei unter k irgend eine Zahl 
aus der Reihe 0, 1, 2, 3,...p versteht, so fallen rechter Hand [wie aus 
iM (4.), (6.) pg. 183 folgt] simmtliche Glieder fort, mit alleimiger Aus- 
nahme derjenigen verticalen Cosinus-Reihe, fiir welche 7 =k ist; so 
dass man also erhilt: 


2p—1 2p—1 
(8.) > (ur, oa) cosoka = Cr = cos*oka, (k= 0,1, 2,...p). 
e=0 = 


Multiplicirt man ferner jene 2p Gleichungen mit den _beigesetzten 
Factoren II., und addirt, so ergiebt sich [mit Riicksicht auf (5.), (6.) 


2p—1 2p—1 


(9.) > f(z, 0@) sineka = 8; = sintoka, (k=0,1,2,...p). 
ee Ch 
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Die in (8.) rechter Hand stehende Summe ist = 2p fiir k =O 
und k =p, hingegen = p fiir k = 1, 2, 3,...(p — 1); [vgl. (4.) pg. 133]. 
Demgemiiss ergeben sich aus (8.) fiir die Constanten C’ folgende 
Werthe: 


s 2p—1 

Cp == . =) flu, 0a) } NB. Der in diesen For- 
he meln vor dem Summen- 
he ee See : 7 zeichen stehende Factor 
a ice fu, eee a7 ist in der ersten und letzten 
1 

a 1 are ee 

C3 = — > f(w, oa) cos 20a, Formel 2p’ sonst aber 
(10.) ps : 
durchweg = — - 

A 1 
Cra = ye > f (ur, ea) cos (p— 1) ea, 

a 1 
Cy = 35 S fur, 02) COS pod. 


Was ferner die Formel (9.) betrifft, so ist die daselbst rechter 
Hand stehende Summe =p fiir k = 1, 2,...(p— 1); [vgl. (5.) pg. 133]. 
Demgemiiss ergeben sich aus (9.), falls man daselbst k= 1, 2,3,...(p—1) 


macht, fiir ce S$, ... 8,1 folgende Werthe: 


2p—1 
ava al , ‘ 
Se = = f(ui, 0«) sin ga, 
a 1 ar e 
st = + Su, ea) sin2¢«, 


(11.) 
1 : 
. a  /(uz, 9) sin(p—l)oa, 
s, =0. 
Dabei bleibt noch iibrig, die letzte dieser Formeln d. i. den Werth 
von S% zu erliiutern. Die Gleichung (9.) nimmt, weil « = = ist, fiir 


k =p die Gestalt an: 0 = 0, und giebt also tiber den Werth der Con- 


stante sf keinerlei Aufschluss. Hingegen ist zu beachten, dass die 
Function S, nach (7a.) die Bedeutung hat: 


Sp = By Pry (u)- 
Hieraus aber folgt, mit Riicksicht auf (5a.): 
Se = 0, 


und folglich auch: Si = 0. — Q. é-d. 
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Mittelst der Formeln (10.), (11.), in denen die /’s die gegebenen 
Beobachtungsdata (3.) repriisentiren, sind die Constanten C?, S* be- 
rechenbar. Und demgemiiss sind diese Constanten 


a a a a 
Co , Ci ) Cs > 5. re. ke OX C» 5) 

a a a 

S Ks Ss 5) ey ia Sy 
fortan als bekannte, als berechnete Constanten anzusehen. 


(12.) 


8 5. 
Die fiir die Constanten A, B resultirenden Gleichungen. 


Die analytischen Ausdriicke der Functionen C, 8 sind [vgl. den 
Uebergang von (5.) zu (6.)] ohne Weiteres angebbar. So z. B. ist: 


Cy = Ap Po + Ai P, aA. P. Moa baue a EN 


C, = Ai Py + Aa Pas *- => EF AG Pos , 
(13.) C= Az Po +++ + Ap Pps, 
C= Ay Ppp; 


oder, falls man all’ diese Formeln durch eime einzige anzudeuten sucht: 
Bir perc, yt Mica Brg gone APS 
ge FE DD p. 
Andererseits ergiebt sich [vgl. wiederum den Uebergang von (5.) 


zu (6.)]: ; 
S, = Bi Pa + Be Po oi —- Bp Por, 


See Hoa) Doe ie sy ing ae 
(14.) S2 ae ED 
Sp = Be ‘oe ) 


oder in collectiver Darstellung: 
(4a) S;—= Bi Pj + BiB, s + Bie Piie,y *-> + Bo Pos, 
ete oe ist Die 


In all’ diesen Formeln (13.), (13a.), (14.) und (14a.) ist zur Ab- 
kiirzung das Argument w unterdriickt. Statt der P, C, S miisste 
eigentlich tiberall gesetzt werden P(u), C(u), S(u). 

Bringt man die Formeln (13a.) und (14a.) in Anwendung auf 
U = Uy, Me, Ug, -- + Ug, und bezeichnet man dabei die speciellen Werthe 
jener Functionen P, C, S fiir w = ws kurzweg mit P’, CO’, S’, so 
erhilt man fiir diejenigen Constanten A, welche mit einem gegebenen 


oberen Index j behaftet sind, folgende q Gleichungen: 
F, Neumann, Vorl. iib. das Potential. 10 
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(15.) Of APE ao ee ee 
Ae Oates es 


und gleichzeitig fiir diejenigen Constanten 6, welche mit einem ge- 
gebenen obern Index j behaftet sind, folgende analoge g Gleichungen: 


. ty) ¥ jaw 
(16.) Si = BEP5 + Big Pray + BS Ph, 
Aiea Ly 25. Oy es 


Es handelt sich darum, aus den q Gleichungen (15.) die A’, und 
aus den qg Gleichungen (16.) die B/% wirklich zu berechnen. 


S 6. 
Berechnung der Constanten A, B. 


Die Anzahl der Parallelkreise mag jetzt in bestimmter Weise 
festgesetzt werden: 


CUT) q=2n+1. 
Dabei aber mag die Lage dieser Kreise beliebig bleiben; so dass also 
die (stets zwischen — 1 und + 1 liegenden) Parameter u,, Us,.-- Uep+i 


dieser 2p + 1 Kreise beliebig gegeben zu denken sind. Diesen ge- 
gebenen Constanten «,, l,.-.e,4+1 modgen gewisse auxiliare Con- 
stanten d,,4,... 2,41 adjungirt werden mittelst der (2p + 1) Glei- 
chungen: 


a +a ob Agn4y om J dx, 
Ay by F Ay Ulg +++ + Agp4ifepti = y rdx, 


(18.) Csr, Bae a at AT Cpe =f Paz, 


a 2 27 2 n 
a,u2P + aur? --. + My Wee = P| xP dx. 


Mit Bezug auf diese Gleichungen lautet alsdann der Hiilfssatz (4.) 
pg. 185 folgendermassen: 


Sind m and n wgend zwet positive ganze Zahlen, deren Summe 
(m -+ n) einen der Werthe 


(19.) Oj Deed. eden 
besitzt, so wird die Summe 


pe es 
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2p+1 : : S ") 
0) 3 uPajPey bald = 5" Tee i, bald —0 
==] teh 


sein, je nachlem m =n, oder m-=-n ist. Daber ie gate und P aS 

ebenso wie bisher, zur Abkiirzung fiir die Ausdriicke: P.j(w,) und Py; (2). 
Dies vorausgeschickt, sind nun die (2p + 1) Gleichungen (15.): 

(21.) Cy =Aj Pi Aba Pipi s + APP os | Pi; 

4A=1,2,3,---(2p+1) 

leicht auflésbar nach den darin enthaltenen A’s. Ist niimlich A’, irgend 

eines dieser A’s, mithin » eine Zahl aus der Reihe j, (j + 1), (j + 2), ...p 

(22.) 9G EGP 2), = 

so braucht man, um den Werth dieses A’, zu finden, jene Gleichungen 

(21.) nur zu multipliciren mit den beigesetzten Factoren az PX, , und 


sodann zu addiren. In solcher Weise niimlich erhalt man: 
2p+t £ 
Y a PAC! 
a ub; = 


A 


; — 2p+1 pHi 
—ai| 5 om Pi,Pi|+ Aly | S ais Pg Beas i} ot A} ee Ries 
1 — th 


A= Jie 


oder kiirzer geschrieben: 


a, A po { ae. 2 5 | 
(25;) i > a PC} = > | An ey 2 Paral ‘ 
Aa m=) A= 


Hier geht die Summation nach m von j bis p; so dass also m stets 
<p bleibt. Ebenso aber ist, nach (22.), auch n stets <p. Folglich 
ist (m + n) stets < 2p. Und hieraus erkennt man sofort, dass die in 
(23.) in der eckigen Klammer enthaltene Summe dem Satze (19.), (20.) 
sich subordinirt, dass dieselbe also 
2 n 
= an+1 1 To 2 oder = 0 

sein wird, je nachdem m=, oder m-{- ist. Demgemiiss geht die 
Formel (23.) tiber in 


ae 
deny 2 TT (n +) 
i) = ie Ens G = Ay, - 2n+1 TI (n — J) 
woraus folet: 
. 2p+1 
gol nah Wiig) ; nen 
(25.) Ay a= 5 Tita) = HE app 


Ebenso, wie diese Formel (25.) fiir die A’, aus den Gleichungen 
(15.) entsprungen ist, in genau derselben Weise werden sich offenbar 
aus den Gleichungen (16.) fiir die daselbst enthaltenen L, folgende 


Werthe ergeben: 
10% 
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sf 2n+1 hn—y ee AeA 
(26.) Bye ey a a 

Durch diese Formeln (25.), (26.), in denen die Constanten C’, S* 
bereits bekannt sind [vgl. (12.)], bestimmen sich siimmtliche in den 
Formeln (13.), (14.) enthaltenen Constanten A, G6. Oder mit andern 
Worten: Es bestimmen Sich durch diese Formeln (25.), (26.) alle im 
Y), Y;, Yo,..- Y» enthaltenen Constanten A,B. Das aber war die Auf- 
gabe, um deren Losung es sich handelte. 

Wir haben hier diese Aufgabe absolvirt unter Anwendung von 
(2p + 1) Parallelkreisen, d. i. unter Anwendung von 2p(2p + 1) Be- 
obachtungen. Im folgenden Paragraph werden wir zeigen, dass man 
mit ungefahr halb so viel Parallelkreisen und Beobachtungen ausreicht, 
falls man nur jene Kreise nicht mehr beliebig, sondern nach emem 


bestimmten Gesetze ausgewihlt sich denkt. 


§ 7. 
Andere Methode zur Berechnung der Constanten A, Db. 


Wir wollen, ohne sonst etwas zu dindern, nur die Betrachtungen 
des letzten Paragraphen durch etwas andere Operationen ersetzen. Die 


Anzahl der Parallelkreise mag nimlich nicht mehr = (2p + 1), son- 
dern = (p + 1) angenommen sein: 
(27.) f= p-- 1k. 


Gleichzeitig aber mag die Lage dieser Kreise einem bestimmten Gesetze 
unterworfen sein. Es mégen niimlich die Parameter derselben: 

AE ee aa oo ae 
in solcher Weise ausgewiihlt gedacht sein, dass sie in Verbindung mit 
(p + 1) andern Constanten a,, @,,...@)41 den (2p + 2) Gleichungen 
entsprechen : 


23 
ay + a, see t Apt = J dz, 
—-4 
et 
Dy Uy + Ay fly 8b Apt i Up +1 =| ade , 
aT 
(28.) ; ‘5 
a2 “+ au Ria mth ayia =f ada, 
2S 


eter 
2 if 2 - 1 
a, weet ao a,urr4 vee ob aa isha =f aePtidy 
Si 


so dass also Uy, My,..+ p41, Zufolge des Satzes pg. 136, nichts An- 
deres sind als die Wurzeln der Gleichung: 
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(28 a.) Po+i(u) = 0. 

Mit Bezug auf die Gleichungen (28.) lautet offenbar der Hiilfssatz 
(4.) pg. 135 folgendermassen: 

Sind m und n irgend zwei positive ganze Zahlen, deren Summe 
(m + n) einen der Werthe besitat: 


(29.) 0, LE; 2, 3, ee ape), 
so wird die Swnme 
p+1 : : 
a pA 2 a 2 TT (nm + 9) cRamee 
(30.) 2 QA) fae Pe bald => ia “i 1 TT es): ; bald — O 


sem, je nachdem m =n, oder m=— n ist. 

Dies vorausgeschickt, sind nun die Gleichungen (15.): 

G = ASP + AM Pha + ADPpy Lae Pay, 
Asad, 2,3,..-(p-+ 1), 
deren Anzahl jetzt = (p + 1) ist, wiederum leicht auflésbar nach den 
darin enthaltenen A4’s. Ist z B. A’, irgend eines dieser A’s, so wird 
man, um den Werth von A’, zu erhalten, die vorstehenden Glei- 
chungen nur mit den beigesetzten Factoren «Pi j zu wultipliciren, und 
sodann zu addiren haben. In solcher Weise ergiebt sich némlich, 
mittelst des Satzes (29.), (30.): 
pari 


a ee 2 TT (2 ++ 9) 
ee aa PC; = A, 2H TG = 9) 7 


at 
mithin: 
. p+ 
+ Pen we! TI(n —j) * pt ph 


Und in analoger Weise ergiebt sich aus (16.): 


~ p+ 
; ; 2n+1 Th(n—jJ) y ara 
) ) Daa Ss 
(32.) by = 9 TI(n | j) = : aa Py, 8; . 


Durch diese Formeln (81.), (32.), i denen die Constanten C*, S* bereits 
bekannt sind [vgl. (12.)], bestimmen sich stimmtliche in Yy, Y,, Yz,..-Yp 
enthaltenen Constanten A, B. 


ies 


Recapitulation. 


Wir haben die Aufgabe besprochen, eine unbekannte Function 
f(u, p), auf Grund gegebener Beobachtungen, nach Kugelfunctionen bis 
inclusive zur Kugelfunction p‘** Ordnung zu entwickeln, und gwer ein- 
fache Methoden exponirt zur Absolvirung dieser Aufgabe. 
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Bei beiden Methoden wird vorausgesetzt, dass die Beobachtungs- 
orte in denjenigen Punkten liegen, in denen 2p aiquidistante Meridiane 
und eine gewisse Anzahl von Parallelkreisen einander schneiden. 

Die erste Methode (pg. 146—148) ist anwendbar, wenn diese Pa- 
rallelkreise von der Anzahl (2p +1), tibrigens aber von beliebiger 
Lage sind. i 

Andererseits ist die zweite Methode (pg. 148, 149) dann anwendbar, 
wenn die Parallelkreise nur von der Anzahl (p+ 1), dabei aber von 
solcher Lage sind, dass ihre Parameter u,, Uz, 3, .-Up4+1 die Wurzeln 
der Gleichung 

Py41(e) = 0 
reprasentiren. — Bei dieser zweiten Methode ist also, um das vor- 
gesteckte Ziel zu erreichen, die Anzahl der erforderlichen Parallel- 
kreise, mithin auch die Anzahl der erforderlichen Beobachtungen nur 
etwa halb so gross, als bei der ersten Methode. 

Bemerkungen. — Ist z. B. p= 4 [soll also f(u, mp) bis inclusive 
zur 4°" Kugelfunction entwickelt werden], so hat man, bei Anwendung 
der gweiten Methode, im Ganzen 5 Parallelkreise zu benutzen, und diese 
in solcher Weise zu construiren, dass ihre Parameter ,, Us, Us, My, Us 
die Wurzeln der Gleichung 

BAe gee “BiAgeee 


Ex(u)y = 0" did, We oo hea g =k 


sind. Hieraus ergeben sich, falls man w = sin B setzt, fiir die geogra- 
phischen Breiten B jener 5 Parallelkreise folgende Werthe: 
B=0, B= -t (32°34’36”), B= -+ (64°58’ 57”). 

Ist ferner, um ein zweites Beispiel anzufiihren, p= 5, so sind 
6 Parallelkreise anzuwenden, entsprechend der Gleichung P,(w) = 0. 
Hieraus ergeben sich fiir die geographischen Breiten dieser 6 Parallel- 
kreise die Werthe: 

B= + (18°48'18”), B= -+ (41°23'32”), B= -+ (68°49' 18”). 

Ist ferner p = 6, so sind 7 Parallelkreise anzuwenden, ent- 
sprechend der Gleichung P,(w) = 0, woraus folgt: 

B=0, B=-+ (23°56'38"), B= -- (47°51'43"), B= ++ (71°38'31”). 


§ 9. 


Beilaiufige Betrachtung tiber solche Functionen, die nur von einem 
einzigen Argument abhingen. 


Hine innerhalb des Intervalls w= —1---+1 tiberall endliche 
Function ®(w) ist innerhalb dieses Intervalls in eine nach den Kugel- 
functionen P,,(«w) fortschreitende Reihe entwickelbar: 
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(1) O(w) = A) P,(w) + A, P,(u) + A, P,() + 43 P3(u)-+ +++ im inf; 
[vg]. (8.) pg. 85]. Dabei mag das mit P,(w) beginnende Restylied der 
Reihe mit ®,(w) bezeichnet werden: 

(1a.) Ou) = An Pi(e) + Angi Pr4i(e) +--+ im inf. 

Wor stellen uns nun die Aufgabe, cine unbekannte Function (w) 
imerhalb des genannten Intervalls w= —1----+ 1, auf Grund passend 
zu wahlender Beobachtungen, bis inclusive zur Kugelfunction p* Ordnung 
zu entwickeln: 

(2.) O(w) = Ap Pow) + APH) 2 + AP, (UH). 

Zur Absolvirung dieser Aufgabe, d. h. zur Bestimmung der (p-+ 1) 
unbekannten Constanten A,, A,,...A, sind offenbar (p + 1) Beobach- 
tungen, also (py -+ 1) innerhalb des Intervalls uw = — 1----+ 1 gelegene 
Beobachtungsorte erforderlich. Was die Auswahl dieser Beobachtungs- 
orte betrifft, so wird es zweckmissig sein, folgenden Hiilfssatz voran- 
zuschicken, der durch Combination zweier friiherer Siitze pg. 134 und 
pg. 136 sich leicht ergiebt: 

Hilfssatz. — Hntsprechen die (2p -+ 2) Constanten wy, Wy, -.+ Up+1 
Und Gy, Ay)...» G41 den (2p + 2) Gleichungen: 


+- 
9 > 

a +a, +4, +41 =P=/ de, 
1 


. 


Dy, (hy by fly $F Ay y °** + A 4it4+i = O = f ada, 
—1 


(A.) ra 
re ST Ady Gates Gye IOS Me = 7 =| aaa, 


2p+1 Qp+t oP 2p+l — == p+ Tn 
a, wR 76 ase ot Pa Hag tok 0 : x dx, 


und versteht man unter m, n irgend zwei positive ganze Zahlen, deren 
Summe (m -+ n) einen der Werthe 

(B.) OL U2 eo Ms (zp ta 1) 

besitet, so findet die Formel statt: 


p+i 5 
(C.) = UY. Ee (ua) La (uz) == ant i: oder = 0, 


je nachdem m = n oder m -—- n ist. Und gleichzeitig sind alsdann 
Ur) Moy e+ p41 nichts Anderes als die (p + 1) Wurzeln der Gleichung 
(D.) Py4s(u) = 0. 


152 Siebentes Capitel. 


Wir wollen nun jene (p+ 1) Beobachtungsorte zusammenfallen 
lassen mit diesen (p + 1) Wurzeln wy, 2, --- p41 der Gleichung (D.). 
Das hat in der Regel keine Schwierigkeit. Andernfalls wird man die 
Werthe der Function ®(w) in diesen Wurzelpunkten my, Uy, .-. p41 
leicht durch gewohnliche Interpolation aus solechen Beobachtungen ab- 
zuleiten im Stande sein; die in méglichster Nihe dieser Punkte an- 
gestellt worden sind. 

In solcher Weise ergeben sich aus (2.) folgende (p+ 1) Glei- 
chungen: 

(3.) @ (uz) = Ay Py (ua) + Ay Pi (ua) ++» 4 Ap Pp (ua) | 2 Pa (ua) 

A= 1,2, 3,+>* (pp 1), 
deren linke Seiten bekannt (entweder direct beobachtet, oder aus Be- 
obachtungen abgeleitet) sind. Um nun irgend eine der Constanten 
A,, A,,..- Ap, z. B. die Constante A, zu berechnen, multipliciren wir 
die Gleichungen (3.) mit den daneben gesetzten Factoren a; P, (ua), 
und addiren. Alsdann ergiebt sich auf Grund unseres Hiilfssatzes: 


eae _ 
(4.) a 7) dis (t2) D (wa) = A, -L : 
nae 
ptt 
(5.) A, aa gnaw Sark, (uz) P (uz). 
a A=1 


Hiermit ist die Berechnung der in (2.) enthaltenen Constanten A,, A,,... Ap 
absolvirt, die gestellte Aufgabe also gelost. 

Diese Methode zur Bestimmung der Function ®(u) auf Grund 
passend zu wihlender Beobachtungsorte ist namentlich deswegen be- 
achtenswerth, weil man dabei dieselbe Genauigkeit wie bei der Methode 
der kleinsten Quadrate mit weniger Miihe erreichen kann. In der That 
hat man dabei nicht so unbequeme Gleichungen aufzulésen néthig, wie 
sie jene Methode der kleinsten Quadrate mit sich bringt. 

Bemerkung. — Ist die Function ®(u) zufilliger Weise eine ganze 
rationale Function p’" oder noch niedrigeren Grades, so ist die Dar- 
stellung (2.) eime vollig genaue. Ist hingegen die Function (uw) von 
irgend welchem andern Charakter, so wird die Darstellung (2.) immer 
nur eine approximative sein. Dabei ist beachtenswerth, dass die Ge- 
nauigkeit, mit welcher A), .A,,...-A, bei der hier exponirten Methode 
sich ergeben, fiir die einzelnen A’s eine verschiedene, nimlich am gréssten 
fiir A), geringer schon fiir A,, noch geringer fiir A,, u. s. w., endlich 
am geringsten fiir A, ist. 

In Wirklichkeit ist nimlich ®(u) durch die in (1.) angegebene 
unendliche Reihe dargestellt; so dass man also, falls alle Vernach- 
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lassigungen ausgeschlossen werdgn sollen, fiir die Punkte w,, Uy)... Up 
folgende Gleichungen erhiilt: 
(6.) D(u2) = Ay Py(ua) + ALP, (wa) + A, P, (wa) + +++ in inf. | a Py (wa) 
A= 1,2, 3,---(p +1). 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit den beigesetzten Factoren 
a, Py(ua), und addirt, so ergiebt sich unter Anwendung unseres Hiilfs- 
satzes: 

pti x ue 
(7.) Ba a Py (ur) O(ur) = > Ap 7 Po (Wa) Pap 4-2( Wa) § 


wo 2,42 die aus (La.) ersichtliche Bedeutung hat*), 
In analoger Weise ergiebt sich, indem man in dem bei (6.) an- 
gewandten Factor P, statt P, setzt, die Formel: 
p+i 5 p+1 
(8.) au P, (ui) (wa) = = A, + au, (42) Dap 41 (ua), 


oder, falls man dort P, setzt: 
pti 2 pHi 
(9.) = a P; (ui) P(ua) = | As Hien an Py (Uz) Pop (ta) ; 


U. S. W., U. S. W. 
Diese Formeln (7.), (8.), (9.) zeigen, dass die bei unserer Methode fiir 


eis nee No 


erhaltenen Werthe (5.) mit Fehlern behaftet sind respective von der 
Ordnung: 


0? 


Dep+2, ep41, Pop, Dop—1, ++. Dp+2, 
dass also in der That A, mit grésserer Genauigkeit berechnet ist, als 
oe, fs SW: 
Dies ist besonders deswegen von Wichtigkeit, weil es hiufig gar 
nicht auf die Berechnung aller Constanten, sondern z. B. nur auf Ao, 
oder mur auf A, und A, ankommt. Soll z B. der Flicheninhalt: 


cet 
I= f O(wde 
a) 


berechnet werden, so ergiebt sich nach (1.) und mit Riicksicht auf 
(la) pg. 78: 
; S = 2A), 


so dass also in diesem Falle lediglich A) in Betracht kommt. 


*) Man hat namlich, was die Ableitung der Formel (7.) anbelangt, 2u be- 
achten, dass die in jenem Hiilfssatz angegebene Formel (C.) pg. 151 nur anwend- 
bar ist, so lange die Bedingung (B.) erfiillt bleibt. 
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Zweite Bemerkung. — Die in diesem Paragraph angestellten Be- 
trachtungen sind leicht iibertragbar auf die Bestimmung einer Function 
zwischen zwei belicbig gegebenen Grenzen. Soll z. B. F(x) bestimmt 
werden zwischen den Grenzen 2 =a und 7 =b, wo a< b beliebig ge- 
gebene Constanten sind, so setze man: 

iS a+b a—b 


fy a — — = 


Alsdann verwandelt sich J’(”) in eine von w abhingende Function 


o(u) =F (St? S a—? a); 


und gleichzeitig verwandelt sich dabei das Intervall 2 = a---b in das 
neue Intervall uw = —1---+ 1. 


Den Gegenstand dieses letzten Paragraphs hat Gauss bereits 1814 in seiner 
Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi (Ges. Werke 
Bd..3, pg. 165 und 202) behandelt. Gauss bezeichnet daselbst die Gleichung, 
deren Wurzeln die w’s sind, mit U = 0, scheint aber nicht bemerkt zu 
haben, dass die Function U identisch ist mit der Legendre-Laplace’schen 
Function P41): Uebrigens ist die hier von uns angewandte Bezeichnung 


[welche in gleicher Weise auch in dem Newmann’schen Aufsatz von 1838, 
Math. Annalen, Bd. 14 sich vorfindet] von der Gauss’schen Bezeichnungs- 
weise verschieden. Unsere a’s sind niimlich in der Methodus nova mit 
2h, 2R’,... bezeichnet; und unsere w’s erhilt man aus den dortigen a’s da- 
durch, dass man jene a’s verdoppelt und von 1 subtrahirt. 

Noch sei bemerkt, dass die auf pg. 150 angegebenen numerischen Werthe 
der B’s auf den Gauss’schen Angaben in der Methodus nova beruhen. 


Achtes Capitel. 
Die Theorie der elektrischen Vertheilung. 


Die hier zu entwickelnde Theorie riihrt wesentlich von Poisson 
her. Sie ist von Poisson dargeleet in seiner beriihmten und classischen 
Abhandlung: Sur la Distribution de UV Electricité & la surface des Corps 
conducteurs, 1812 et 1813, im den Memoiren der Pariser Akademie. 

Wir werden in diesem Capitel zuvérderst die in Rede stehende 
allgemeine Theorie darlegen, und sodann dieselbe beispielsweise auf 
soleche Fille in Anwendung bringen, wo der betrachtete Conductor 
entweder eme Kugel oder ein Sphdroid ist. 


S$ 1. 
Die Grundvorstellungen. 


Die Theorie geht aus von der Hypothese zweier elektrischen 
Fliissigkeiten, von denen die ungleichartigen sich anziehen, die gleich- 
artigen sich abstossen, und zwar im umgekehrten Verhiltniss des 
Quadrats der Entfernung. Der mnatiirliche Zustand eines Korpers be- 
steht darin, dass beide Elektricitiiten gleichmdssig mit einander ver- 
bunden sind, mithin an jeder Stelle des Koérpers ebensoviel von der 
einen, wie von der andern sich vorfindet. Diese gleichmdssig mit ein- 
ander verbundenen Elektricitiiten werden nach Aussen hin Wirkungen 
besitzen, die einander gegenseitig zerstéren. Mit andern Worten: Sie 
werden hinsichtlich ihrer Wirkungen sich gegenseitig mneutralisiren, 
und pflegen daher zusammengenommen kurzweg als neutrale Elektricitdt 
bezeichnet zu werden. 

Wird die in Rede stehende Gleichmiissigkeit durch irgend welche 
Ursachen aufgehoben, so geht der natirliche Zustand in den sogenannten 
elektrischen Zustand iiber. Hine solche Aufhebung jener urspriinglichen 
Gleichmissigkeit kann in doppelter Weise erfolgen, nimlich entweder 
dadurch, dass man dem Kérper von Aussen her positive oder negative 
Elektricitét mittheilt, oder auch dadurch, dass man irgend welche 
Kriifte auf den Koérper einwirken lisst. 
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Wird z B. dem Kérper von Aussen her irgend ein Quantum 
iiberschiissiger Elektricitiit (der einen oder andern Art) mitgetheilt, so 
wird dieses Quantum auf die beiden von Hause aus in dem Kérper 
enthaltenen Elektricitiiten entgegengesetzte Wirkungen ausiiben (die 
eine anziehen, die andere abstossen). Und die in solcher Weise ent- 
stehende Bewegung wird so lange fortdauern, bis die Resultante aller 
elektrischen Wirkungen an jeder Stelle des Korpers =O geworden ist. 
Von diesem Augenblicke an wird alsdann Gleichgewicht stattfinden. 

Dieses Gleichgewicht kann nun dadurch, dass man von Aussen her 
irgend welche elektrische Krifte (z. B. eine durch Reiben elektrisch 
gemachte Schellackkugel) auf den Kérper einwirken lisst, von Neuem 
gestért werden. Und die so entstehende Bewegung wird alsdann 
wiederum so lange andauern, bis die Resultante aller elektrischen Krafte 
an jeder Stelle des Korpers zw Null herabsinkt. 

Bei diesen Betrachtungen ist vorausgesetzt, dass der gegebene 
Kérper ein Levter oder Conductor sei, dass also die Elektricitiiten inner- 
halb des K6rpers véllig frei beweglich sind. Ist der Conductor ‘solirt, 
so wird die in demselben enthaltene Hlektricitit fortdanernd in ihm 
zu bleiben gezwungen sein. Ist hingegen der Conductor durch einen 
Drabt zur Erde abgeleitet, so kann die elektrische Materie zwischen 
ihm und der Erde nach Belieben hin und her fliessen. Und es werden 
also in diesem letztern Falle der gegebene Conductor, die Erdkugel 
und der Verbindungsdraht zusammengenommen als ein einziger grésserer 
Conductor anzusehen sein. 

Bemerkungen. — Sind + H und — E’ die, in irgend einem Augen- 
blicke, in einem Volumelement dv des Conductors enthaltenen Mengen 
positiver und negativer Hlektricitiit, so ist die Gesammtmasse der in 
dv enthaltenen elektrischen Materie 


(f.) =—(+F)+(—F), i =E_- EF. 


Demgemiiss kann man diese Gesammtmasse auch bezeichnen als den 
Ueberschuss der positiven iiber die negative Elektricitit, falls man 
namlich die beiderlei Elektricititen, ohne Rticksicht auf das Vorzeichen, 
nur nach ihren absoluten Betriigen beurtheilt. 

Man pflegt die soeben genannte Summe oder Differenz (f.) die in 
dem Volumelement dv enthaltene freie Elektricitit zu nennen. Sollte 
also zufilliger Weise H = LE” sein, so wiirde innerhalb dv gar keine 
freie Elektricitat, vielmehr nur neutrale Elektricitit vorhanden sein. 

Setzt man ferner 7 — HE’ = ddv, so heisst 6 die Dichtigkeit der 
m dv enthaltenen freien Elektricitit. 
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ae 


$ ¢ 
Allgemeine Siitze tiber das elektrische Gleichgewicht. 


Ks seien beliebig viele unbeweglich aufgestellte (theils isolirte, 
theils vielleicht auch zur Erde abgeleitete) Conductoren gegeben, denen 
von Hause aus irgend welche elektrische Ladungen*) zuertheilt worden 
sind, und auf welche von Aussen her gegebene elektrische Kriifte ein- 
wirken. Diese letztern mégen, um die Vorstellung zu fixiren, ihren 
Sitz in irgend welchen durch Reiben elektrisch gemachten Jsolatoren 
haben, niimlich ausgehen von denjenigen; wnbeweglichen elektrischen 
Massen, die an den Oberfliichen dieser Isolatoren, oder vielleicht auch 
im Innern derselben angehiiuft sind**). Alsdann werden die in den 
Conductoren enthaltenen Elektricitiiten, unter ihren gegenseitigen Ein- 
wirkungen, sowie auch unter dem Hinfluss jener in den Isolatoren 
enthaltenen Hlektricitiiten, in Bewegung gerathen. Diese Bewegung, 
und namentlich der schliesslich eintretende Gleichgewichtszustand sollen 
niher untersucht werden. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir irgend einen der gegebenen 
Conductoren, und markiren irgendwo innerhalb desselben ein kleines 
Volumelement dv. Die in irgend emem Augenblicke innerhalb dv ent- 
haltene Elektricitét wird méglicher Weise nur aus neutraler Elektri- 
citiit bestehen, oder vielleicht auch ein Gemisch von neutraler und freier 
Elektricitit sein. Im einen wie im andern Falle wird sie aus einer 
grossen Anzahl einzelner elektrischen Theilchen zusammengesetzt sein, 
die theils positiv theils negativ sind. Bezeichnet man nun irgend ein 
solehes innerhalb dv befindliches Theilchen mit m, so wird dieses 
Theilchen m erstens sollicitirt werden von allen iibrigen Elektricitiits- 
theilchen des betrachteten Conductors, zweitens sollicitirt werden von 
den Elektricitiiten der dibrigen Conductoren, und drittens endlich solli- 
citirt werden von jenen unbeweglichen Hlektricitiiten, die in den 
gegebenen Isolatoren angehiuft sind. Uebrigens kommen bei der Be- 
rechnung dieser Sollicitationen nur die freven Klektricititen in Betracht. 
Denn die neutrale Elektricitiit ist (ihrer Definition zufolge) unwirksam, 
also nicht im Stande, auf das Theilchen m irgend welche Kraft aus- 


zutiben. 


*) D. h. irgend welche Quantitiiten iiberschtissiger Elektricitét der einen oder 


andern Art. 

**) Die in einem Isolator enthaltene Elektricitéit ist daselbst nur sehr wenig 
beweglich. Der Hinfachheit willen soll hier diese Beweglichkeit als Null, die in 
einem Isolator angehiiufte Elektricitiit also geradezu als wnbeweglich angesehen 


werden, 
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Bezeichnet man also das Potential aller in simmtlichen Conductoren 
und Isolatoren enthaltenen Klektricitiiten in Bezug auf das Theilchen mm 
mit V, und die Coordinaten von m mit (a, y, 2), so wird die Resultante 
R aller auf m einwirkenden Krifte foleende Componenten haben: 


av 

R cos (f, x) = — m Am? 

OV 

(1.) Reos (Rk, y) = — m Dy? 
. OV 

R cos (fh, 2) =— mm; 


w 


wie sich solches aus (12.) pg. 5 sofort ergiebt, falls man nur beachtet, 
dass der dortige Factor f im gegenwirtigen Falle —1 ist; vel. (4.) pg. 3. 
Ueberdies wird die Dichtigkeit 6 der an der Stelle (z, y, 2) vorhan- 
denen freien Elektricitiit sich bestimmen mittelst der Formel 
A: 7 a 

vgl. den Satz (7.) pg. 17. 

Soll nun Gleichgewicht vorhanden sein, so muss die in Rede 
stehende Resultante A gleich Null sein; denn sonst wiirde das Theil- 
chen m, unter dem Einfluss von R, in Bewegung gerathen*). Wnd 


| 
} 


zwar muss dieses Nullsein von f stets stattfinden, welche Lage das 
betrachtete Theilchen m (a, y, 2) innerhalb des Conductors auch haben 
mag. Somit folet aus (1.), dass Ae 5y , ue 
ductors tiberall verschwinden miissen, und dass also V selber innerhalb 
des Conductors constant sein muss. Hierans folgt weiter, mit Rtick- 
sicht auf (2.), dass die Dichtigkeit 0 der freien Elektricitat innerhalb 
des Conductors iiberall =O ist. Zur Zeit des Gleichgewichts wird 
daher free Hlektricitit memals im Jnnern des Conductors anzutreffen 
sein, folglich nur an seiner Oberfldche sich vorfinden kénnen. 

Diese Betrachtungen gelten fiir jedweden der gegebenen Conduc- 
toren; so dass man also zu folgenden Sitzen gelanet: 

Erster Satz. — Denkt man sich ein System gegebener Conductoren 
mit irgend welchen elektrischen Ladungen verschen, und tiberdies der Ein- 
wirkung wgend welcher durch Reiben elektrisch gemachter Isolatoren aus- 
gesetzt, und bezerchnet man das Potential aller in den Conductoren und 
Lsolatoren vorhandenen Elektricitiéten in Bezug auf einen variablen Punkt 


innerhalb des Con- 


*) Und zwar wiirden unter dem Einfluss einer (von Null verschiedenen) Kraft R 
die innerhalb des Volumelements dv vorhandenen positiven und negativen Elek- 
tricitiitstheilchen in entgegengesetzten Richtungen in Bewegung gerathen, die inner- 
halb dv enthaltene nentrale Elektricitiit also zersetzt werden. 
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(a, y, 2) mit V, so wird dieses V, nach Eintritt des Gleichgewichts- 
zustandes, innerhalb eines jeden Conductors constant sein. 

Dieser constante Werth, welcher selbstverstindlich fiir die einzelnen 
Conductoren ein verschiedener sein kann, kann kurzweg der Potential- 
werth des betreffenden Conductors genannt werden. 

Sind also ©, @’, ©”, ete. die gegebenen Conductoren, und sind 
G, G, G’, ete. die constanten Werthe, welche das Potential V nach 
Kintritt des Gleichgewichtszustandes respective in ©, G’, ©’, ete. be- 
sitzt, so soll G der Potentialwerth des Conductors ©, ebenso G’ der 
von W genannt werden, u. s. f. é 

Zweiter Satz. — Nach Eintritt des Gleichgewichtszustandes wird 
freie Elektricitiét nemals innerhalb der Conductoren, sondern immer 
nur an thren Oberflachen anzutreffen sein. 

Mit andern Worten: Nach Eintritt des Gleichgewichtszustandes wird 
jeder Conductor an seiner Oberfliche mit einer unendlich diinnen Schicht 
freier Elektricitét bedeckt sein, in seinem Innern aber nur neutrale 
Elektricitit beherbergen. 

Ist einer der betrachteten Conductoren, z. B. © durch einen diinnen 
Draht zur Erde abgeleitet, also mit der Erde und dem Draht zusammen- 
genommen als ein eimziger grésserer Conductor anzusehen, so wird das 
Potential V [zufolge des ersten Satzes| innerhalb dieses gréssern 
Conductors allenthalben ein tnd denselben constanten Werth haben. 
Demgemiiss wird also in diesem Falle der innerhalb © vorhandene con- 
stante Potentialwerth G ebenso gross sein wie der in der Erde vor- 
handene, mithin = 0 sein*). Somit ergiebt sich folgender dritter Satz: 

Dritter Satz. — Bezeichnet man, ebenso wie friiher, mit V das Po- 
tential aller iiberhaupt vorhandenen Elektricititen in Bezug auf einen 
variablen Punkt (a, y, 2), so wird dieses V, nach Eintritt des Gleich- 
gewichtszustandes, innerhalb eines zur Erde abgeleiteten Conductors 
constant, und zwar = 0 sem. 

Oder kiirzer ausgedriickt: Zur Zeit des Gleichgewichts wird der Po- 
tentialwerth eines eur Erde abgeleiteten Conductors = 0 sein. 

Wir wollen jetzt annehmen, es sei nur ei einziger Conductor vor- 
handen, daneben aber beliebig viele auf denselben einwirkende Isolatoren. 
Wir stellen uns die Aufgabe, die unter diesen Umstinden auf dem 
Conductor entstehende elektrische Belegung zu untersuchen. 

Es sei do irgend ein Oberfliichenelement des Conductors, und edo 
die nach Hintritt des Gleichgewichtszustandes auf do vorhandene 


*) Es wird hierbei vorausgesetzt, dass die Erde fortdauernd im natiirlichen 
Zustande verharrt; was allerdings (strenge genommen) nur ndherungsweise zutrifft, 
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Masse freier Elektricitit. Demgemiss wird alsdann der Factor ¢ zu 
bezeichnen sein als die Dichtigheit oder (genauer ausgedriickt) als die 
Flichendichtigheit der auf der Conductoroberfliiche vorhandenen elek- 
trischen Belegung*). Ferner sei M die Gesammtmasse dieser Be- 
legung, mithin: 


(a.) 


die Integration ausgedehnt gedacht tiber alle Elemente do der Conductor- 
oberflache. 

Betrachtet man nun irgend einen Punkt 2 mnerhalb des Conduc- 
tors, und bezeichnet man das Potential aller im Conductor und in den 
Tsolatoren enthaltenen Elektricitaten in Bezug auf 7 mit V;, so muss 
dieses V; [zufoloe des ersten Satzes| constant sein fiir alle Lagen des 
innern Punktes 7, was angedeutet werden mag durch die Formel: 


(B.) V; = Const. = G. 


Das Potential V; besteht offenbar aus zwei Theilen, nimlich aus einem 
ersten Theil, welcher von den Jsolatoren herriihrt, und Ff; heissen mag, 
und aus einem zweiten Theil, welcher herriihrt von der im Conductor 
selbst enthaltenen Hlektricitiit. Dieser zweite Theil aber wird, weil 
die neutrale Elektricitit keinerlei Wirkung auszuiiben vermag, mithin 
bei Berechnung des Potentials ganz ausser Betracht bleiben kann, 
lediglich herriihren von jener an der Conductoroberfliiche vorhandenen 
elektrischen Belegung, mithin dargestellt sein durch das iiber diese 
Oberfliche ausgedehnte Integral : 


edo 
ane 


u 


M= | edo, 


wo EH; den Abstand des Punktes ¢ vom Elemente edo vorstellt. Dem- 
gemiiss gewinnt die Gleichung (6.) folgende Gestalt: 


(p’.) F; nip ae = Const. = G. 


Dabei wird die hier, in (8.) oder (6'.), auftretende Constante G zu 
bezeichnen sein als der Potentialwerth des Conductors, [vg]. den ersten 
Satz]. 

Hinsichtlich dieser Constanten G [in (6.), (6)] und der Masse 
[in (o.)| sind zwei Fille zu unterscheiden, jenachdem der Conductor 
isolirt, oder zur Erde abgeleitet ist. 


*) Wir verstehen also unter der F'ldchendichtigheit denjenigen Factor, mit 
welchem das Flichenelement zu multipliciren ist, um die auf diesem Flichen- 
element vorhandene Masse zu erhalten. 
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Ist der Conductor isolivt, ist also derselbe jedweder elektrischer 
Communication mit andern Kérpern beraubt, so wird das in ihm ent- 
haltene Quantum freier Elektricitiit ein wnverdnderliches sein. Es wird 
daher in diesem Fall die in dem Conductor zur Zeit des Gleichgewichts 
vorhandene freie Elektricitiit von genau demselben Betrage sein, wie 
diejenige freie Elektricitiit, welche dem isolirten Conductor zw Anfang 
von Aussen her mitgetheilt worden war. Mit andern Worten: Es wird 
in diesem Fall die in (@.) genannte Masse M identisch sein mit der 
dem Conductor zu Anfang zuertheilten elektrischen Ladung. Und es 
wird also M bekannt sein, falls jene Ladung gegeben ist. Andererseits 
aber wird die in (.), (8’.) enthaltene Constante G unbekannt sein. 

Ist hingegen der Conductor zw Erde abgeleitet, so findet zwischen 
ihm und der Erde eine nicht weiter controlirbare elektrische Communi- 
cation statt. Demgemiss ist in diesem Fall das Quantum M der im 
Conductor zur Zeit des Gleichgewichts vorhandenen freien Hlektricitiit 
vollig unbekannt. Andererseits aber wird in diesem Fall der im Con- 
ductor vorhandene Potentialwerth G bekannt, niimlich = 0 sein [zufolge 
des dritten Satzes|. 

Wir gelangen somit zu folgendem Resultate: 

Satz. — Ist « die Dichtigkeit und M die Gesammtmasse der- 
jemigen elektrischen Oberflichenbelegung, welche auf’ eem gegebenen Con- 
ductor unter der Kinwirkung irgend welcher von Aussen her einwirkender 
Krdfte entsteht, so gelten die Formeln: . 

(A.) fi edo = M, 


d 
(B.) P+ f 22 24, 


die Integrationen ausgedehnt gedacht viber alle Ilemente do der Conductor- 
ober{liiche. Dabei bezeichnet 1 jeden beliebigen Punkt inerhalb des Con- 
ductors, ferner I’; das Potential jener gegebenen dusseren Krdfte im Bezug 
auf den Punkt i, ferner HE; den Abstand des Pumktes 1 vom Elemente 
edo, und endlich G eine Constante, den sogenannten Potentialwerth des 
Conductors. 

Zusatz. — Ist der Conductor isolirt, so ward M bekannt sem, 
nimlich identisch sein mit der dem Conductor von Hause aus zuertheilten 
elektrischen Ladung. <Andererseits aber wd G unbehannt sein. 

Denkt man sich hingegen den Conductor zur Erde abgeleitet, so 
wird umgekehrt M unbekannt, und G bekannt sem. Es ist nimlich 
in diesem Fall G = 0. 

Analoge Formeln ergeben sich in analoger Weise fiir ein System 
von mehreren Conductoren. Sind z. B. zwei Conductoren © und C’ 


F. Neumann, Vorl, iib. das Potential. 11 


. 
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gegeben, auf welche von Aussen her gegebene Krifte einwirken, so 
erhilt man folgende Formeln: 


(F.) ap ST be 
(A.) 4 ff édo = MM’, 


F. do edo 

ry ee +f ne G, 
F edo edo “ 

2 j +e +f Ey a e 


Hier bezeichnen «, ¢ die Dichtigkeiten und M, M’ die Gesammtmassen 
der auf den beiden Conductoroberflichen entstehenden elektrischen 
Belegungen. Ferner bezeichnet F, das Potential der gegebenen dusseren 
Krifte in Bezug auf einen Punkt 2, der innerhalb des Conductors © 
jede beliebige Lage annehmen darf; und ebenso bezeichnet Ff; das 
Potential jener Krafte in Bezug auf irgend einen Punkt j inner- 
halb des Conductors ©’. Selbstverstiindlich sind FE; und E; die Ab- 
stande der Punkte 7 und j vom Element edo, und ebenso EH; und £; 
die Abstainde derselben vom Element «do. Ueberdies repriisentiren 
G und G’ zwei Constanten, die sogenannten Potentialwerthe der beiden 
Conduetoren. 


gt: 


Betrachtung einer gleichmassig mit Masse belegten Kreisflache. 


Wir sind im vorhergehenden Paragraph zur Vorstellung wnendlich 
diinner materieller Oberfldchenschichten gefiihrt worden. Und es wird 
daher, bevor wir in der Theorie der Elektrostatik weitergehen, zweck- 
missig sein, zuvérderst derartige Oberfldchenschichten oder Oberflichen- 
belegungen ganz im Allgemeinen zu betrachten, und die Krafte und 
Potentiale derselben niher zu untersuchen. Dabei wird es gleichgiiltig 
sein, ob die zu betrachtende Fliache geschlossen oder wngeschlossen ist, 
und ebenso auch gleichgiiltig sein, ob die Belegung dieser Flache aus 
elektrischer oder magnetischer Materie besteht. 

Wir werden die Hinwirkung einer solchen Belegung auf irgend 
einen Punkt w untersuchen, indem wir dabei diesen Punkt als einen 
elektrischen oder magnetischen Massenpunkt uns vorstellen, jenachdem 
jene Belegung eine elektrische oder magnetische ist. Demgemiiss ist der 
in (4.) pg. 3 eingefiihrte Factor f bei unsern gegenwiirtigen Unter- 
suchungen durchweg = 1 zu setzen; so dass also die Formeln (4.) 
pg. 3 und (12.), (15.) pg. 5 die Gestalt annehmen: 


a 


———— ee 
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(a.) R= oF; 
OV 
haus , ct) = — ma 
In oV 
(b.) | R cos (Rh, y) = — m By? 
oV 
\ £ cos (Rh, 2) = — m=; 
/ dV 
(c.) FR cos (BR, p) = — of dp 
dabei bezeichnet V das Potential: 
(d.) V= 25° 


Ist die gegebene Fliche geschlossen, so kann man unmittelbar von 
ihrer dussern und imnern Seite sprechen. Ist sie wngeschlossen, so mag 
ganz nach Belieben wgend eine der beiden Seiten als die dussere, mithin 
die andere als die imnere Seite festgesetzt sein. Ferner mag jeder 
Punkt mit a, 7 oder o bezeichnet werden, jenachdem er auf der dussern 
Seite, auf der imnern, oder auf der Fldche selbst sich befindet. 

Wir beginnen mit emem moglichst einfachen Fall. Hs sei eine 
gleichmissig mit Masse belegte Kreisfldche gegeben, und es soll die 
Kraft untersucht werden, mit welcher diese Fliche auf einen in ihrer 
Aze*) gelegenen materiellen Punkt einwirkt. Dabei mag die Masse 
des sollicitirten Punktes positiv, = 1, und die Masse der Kreisfliche 
ebenfalls positiv sein; so dass also der Punkt von der Kreisfliche ab- 
gestossen wird. 

Betrachten wir gleichzeitig zwei Punkte a und 7, zu beiden Seiten 
der Kreisfliche, beide auf der Axe gelegen, und beide gleich weit 
von der Kreisfliiche entfernt, so werden offenbar beide Punkte gleich 
stark yon der Kreisfliiche abgestossen werden; so dass also die auf a 
und 7 einwirkenden Kriifte gleich gross und von entgegengesetater Tich- 
tung sind. Der gemeinschaftliche Werth k dieser beiden Krafte wird, 
wie man leicht iibersieht, sem Maximum K erreichen, sobald jene Punkte 
a und i von beiden Seiten her wnendlich nahe an die Kreisfliche heran- 
riicken. 

Lisst man also die Axe der Kreisfliche mit der w-Axe eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems zusammenfallen, der Art, dass diese 
a-Axe you 2 nach a geht, und bezeichnet man die auf die Punkte a 


*) Unter der Axe der Kreisfliiche ist das auf ihr im Centrum (nach beiden 
Seiten hin) errichtete Perpendikel zu verstehen. 
sald 
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und i in der Richtung dieser x- Axe einwirkenden Kriifte mit X, und X;, 
so erhilt man im Allgemeinen die Formeln: 

(1) X,=k und X,——hk, 

und insbesondere fiir den Fall, dass a und 7 der Kreisfliiche wnendlich 
nahe liegen, folgende Formeln: 

(2.) X, = K und (- Xp Kh, 

wo die horizontalen Striche andeuten sollen, dass die Punkte a und 7 
der Kreisfliche wnendlich nahe zu denken sind. 


Bis jetzt haben wir uns den sollicitirten Punkt Z 
(a oder 7) stets durch irgend welchen, wenn auch 
nur unendiich kleinen, Zwischenraum von der Kreis- 
fliche getrennt gedacht. Nehmen wir nun aber an, 
dass dieser Zwischenraum Null sei, dass also der 


sollicirte Punkt geradezu im der Kreisfliiche, und re 
zwar in ihrem Centrum o gelegen ist, so wird als- 
dann die auf den Punkt von Seiten der Kreisfliche ————-~————— 
ausgetibte Kraft X, offenbar gleich Null sein; so dass 


also fiir a, 0, 7 der Reihe nach die Formeln gelten: tz 


(3.) X,=K, X=0, X= —K. 


Demgemiiss erleidet also die Stiirke der Kraft X, falls der solli- 
citirte Punkt lings der v-Axe durch die Kreisfliiche hindurch geht, 
einen doppelten Sprung, indem sie in den auf einander folgenden drei 
_Augenblicken, wo der sollicitirte Punkt dicht unterhalb 0, in o selber, 
und dicht oberhalb o sich befindet, respective = — K, =O und 
=-+ K ist. 

Nachdem eine solche sprungweise Aenderung der ausgetibten Kraft 
fiir die Kreisfldche constatirt ist, unterliegt es keinem Zweifel, dass 
Analoges auch bei andern Flichen der Fall sein wird. Wir werden 
in dieser Beziehung zuvérderst noch ein zweites Beispiel, das der 
Kugelfltiche, behandeln. 


§ 4, 
Betrachtung einer gleichmissig mit Masse belegten Kugelflache. 


Ks sei eine gleichmdssig mit Masse belegte Kagelfliiche gegeben, 
Die auf irgend einem Element dw dieser Fliche vorhandene Masse 
mag = eda gesetzt, und der Factor ¢ die Fldchendichtigkeit genannt 
werden. Dieses ¢ wird alsdann, weil die Belegung der Kugelfliiche 
glecchmdssig sein soll, eine Constante sein. 


— 
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Befindet sich nun [vgl. die Figur] in @ ein materieller Punkt von 
der Masse Eins, so wird die von dem Element ed@ auf diesen Punkt 
ausgetibte Kraft P die Stirke besitzen: 


(1) P=* 52° [vel (a) pg. 163], P 


wo H den Abstand jenes Punktes vom nN 
Element eda vorstellt. Die Componente a 
der Kraft P nach der Normale n (d. i. iN 
nach dem Kugelradius Ooan) hat daher den a 


Werth: Ob Gs 


eos d.. ed pat G 717) 
(2.) Préos:0 = ie ) ‘Asus Sedu 


wo 0 den Neigungswinkel der Kraft P me aR 
gegen » vorstellt. ‘A 
Nimmt man nun das Kugeleentrum O 9 
zum Anfangspunkt, und die Normale » zur y 
Axe eines Polarcoordinatensystems, und be- 0 
zeichnet man den Kugelradius mit A, die 
Centraldistanz des Punktes a@ mit 7, ferner 
die Polarcoordinaten des Elementes eda 


mit 3, gm, und setzt man tiberdies cos # = u, (lee 
~ 
so ergiebt sich: + So A 


de 


(3.) da = Adudy, — p 
; ry —Acos® pix A 
(4.) cos 0 == ek eas a ae 
(5.) E? =r? + A*— 2rAu; 
so dass also die Formel (2.) iibergeht in: 
ng Peet PAu eA*dudg A 
(6.) Preos 0 == i TE 


Hieraus ergiebt sich durch Integration die von der ganzen Kugelfliche 
auf den Punkt @ in der Richtung » ausgeiibte Kraft N,: 


(1) Legos | ae ere TS ; 


—1 0 


oder, falls man die Integration nach g wirklich ausfiihrt: 
pet 
(7 — Au)du 
(8.) ae ame? f ee tLe 


Um dieses Integral zu berechnen, mag HE, an Stelle von w, als 
Integrationsvariable eingefiihrt werden. Alsdann gelangt man, mit 
Riicksicht auf die aus (5.) entspringenden Gleichungen: 
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ye 2_: #2 eee E? 
Hak = rAdu, Aw Ta os gee ; oe 4 Aw a . a rere A) 
zu folgender Formel: 
i=(ao0) 
re A Ae 
(9.) N= (“—* +1) (— 4B), 
_L= (ap) 


wo H=(ap) und H=(ao) die Entfernungen des Punktes a respective 
von p und o vorstellen [vgl. die Figur]. Fiihrt man jetzt endlich in 
(9.) die Integration wirklich aus, so erhalt man: 

E=(a0)=r-—A 


= mweA [r? — A? i 
(10.) N= 75 See | 
E=(ap)=r-+A 
das hier auftretende r ist, nach seiner Definition, = (Oa), und repra- 
) , I 


sentirt also die Centraldistanz des Punktes a. 

Analoge Formeln ergeben sich, wie leicht zu iibersehen ist, auch 
dann, wenn der sollicitirte Punkt nicht in a, sondern in o oder ¢ hegt 
[vel]. die nebenstehende Figur]. Liisst man den- n 
selben z. B. nach o riicken, seine Central- 
distanz 7 also tibergehen in den Kugelradius 
A, so erhilt man, an Stelle von (10.), folgende 


se a 
Formel: 
co, a : 
; IN, == — : | 
( E=(op)=2 A ae Per 
Und lasst man endlich jenen Punkt nach i / \ 
riicken, so ergiebt sich, an Stelle von (10.), [ 
folgende Formel: +0 
5 A AS E=(io)=A—r 
: 1 E yr? — 5 
E=(ip)=A-+r 
wo rv den Centralabstand des Punktes 7 vor- 
stellt, mithin — (O72) ist. p 


Die Formeln (10.), (11.), (12.) gewinnen 
schliesslich, falls man die daselbst nur angedeuteten Differenzen wirk- 
lich bildet, folgendes Aussehen: 


(13.) Nees =>, « Ne ae ees 


a 


Hieraus aber ergeben sich, falls man die Punkte a@ und 7 von beiden 
Seiten her wnendlich nahe an o heranschiebt, mithin r in A tibergehen 
lasst, und die so sich ergebenden Grenzwerthe von N, und N; mit 


N, wid N, bezeichnet, folgende weitere Formeln: 


(14.) N,=4ne, N,=2n2, N;=0. 
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Diese Formeln (14.) zeigen, dass die von der Kugelfliiche auf 
einen materiellen Punkt ausgeiibte Kraft N, beim Durchgange des 
Punktes durch die Fliiche, zwei wunmittelbar aufeimander folgende Spriinge 
erleidet, nimlich eimen Sprung in dem Augenblicke, wo der Punkt, aus 
dem Innenraum kommend, die Flache selber erreicht, und den zweiten 
Sprung in dem Augenblicke, wo der Punkt die Flache wieder verlisst, 
um in den Aussenraum hineinzufahren. Auch zeigen die Formeln (14.), 
dass beide Spriinge gleich gross sind, jeder = 2z¢. 

Wir wollen zuvérderst an diese Formeln (14.) einige einfache Be- 
merkungen sich anschliessen lassen, die uns dann weiterhin den Wee 
bahnen werden zur Behandlung beliebiger Fliichen. 

Sich anschliessende Bemerkungen. — Denkt man sich die gegebene 
Kugelfliche durch v fiquidistante, von o nach p laufende Meridiane in 
v congruente Flichenstreifen (Zweiecke) zerlegt, so werden offenbar 
al’ diese v Flichenstreifen zur Kraft N, gleich viel beitragen. Be- 
zeichnet man also irgend emen solchen Streifen mit @, und die von 
ihm auf den Punkt @ in der Richtung  ausgeiibte Kraft mit N,, so 
ergiebt sich: 

NYO = a Na 3 


und ebenso erhalt man 
if 


1 
N&O == Nas und Nj? = — Ni; 
wo die N) die speciell vom JLldchenstreifen o herriihrenden Krifte 
vorstellen, wihrend die N (ohne obern Index) nach wie vor diejenigen 
Krifte bezeichnen sollen, welche von der ganzen Kugelflache hervor- 
gebracht werden. Demgemiiss erhilt man aus (13.): 


4me A? Que 
N= =, Ni ===, NO=0, 
und ferner aus (14.): 
Wienaoeee Nees EEO R aN) 2) 
Vv 


: ° : : 27 ae 
Denkt man sich die Zahl v unendlich gross, so wird ~~ denjenigen un- 


endlich kleinen Winkel dq reprisentiren, unter welchem die beiden den 
Streifen o begrenzenden Meridiane im Punkte 0 oder p gegeneinander 
geneigt sind; so dass man also erhilt: 

N,O =2edyp, NOY=edp, NO=O, 
und hieraus durch Subtraction: 


(15) NO-NO =+edp, und NO-NO = — ed. 
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Denkt man sich jetzt den Flichenstreifen 6 durch einen beliebigen 
Schnitt in zwei Dreiecke y und 0 zerlegt, und die von diesen Drei- 
ecken ausgeiibten normalen Componenten respective mit N® und N 
bezeichnet, so wird offenbar N n 
beim Uebergange des materiellen 
Punktes von 7 nach o nach a@ sich | 
Schritt fiir Schritt in stetiger Weise 
indern. Denn jener Punkt bleibt ja, 
bei der Bewegung toa, von dem 
eiuwirkenden Dreiecke y bestindig 
durch betrichtliche Entfernungen 
getrennt. Aus dieser Stetigkeit von 
N ergeben sich sofort die Formeln: 


(16) NO-NO und 


NY — No? = 0. 


Subtrahirt man aber diese Formeln \ \ \ 

(16.) von den Formeln (15.) und be- ~ \ a 

achtet man dabei, dass a : = 
No — No) = NO ee iS 


ist, so ergiebt sich: 
(17) WO —NO=+edp, und NO — NO = — edgy, 
wo dg (nach wie vor) den Winkel des Dreiecks 0 an der Hecke o 


reprasentirt, wiihrend « die constante F'lichendichtigkeit dieses Dreiecks 
bezeichnet. | 


§ 5. 


Betrachtung einer beliebig gegebenen Flache, die gleichmassig oder 
ungleichmassig, jedoch in stetiger Weise mit Masse belegt ist. 


Ks sei eine beliebige stetig gekriimmte Flache gegeben, geschlossen 
oder ungeschlossen; und diese Fliche sei der Art mit Masse belegt, 
dass die Eldchendichtigkeit ¢ von einer Stelle der Flaiche zur andern in 
stetiger Weise variirt. Ferner sei o ein auf der Flaiche (jedoch, falls 
sie ungeschlossen sein sollte, macht hart am Rande derselben) markirter 
Punkt. Ueberdies mégen ¢ und a zwei Punkte vorstellen auf der 
durch o gehenden Normale, die beide sehr nahe an o liegen, und 
von denen @ auf der innern, a auf der dussern Seite der Fliche 
sich befindet. Auch mag jene Normale, in der Richtung toa, mit » 
bezeichnet sein, 
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Der gréssern Allgemeinheit willen mag angenommen werden, dass 
der materielle Punkt @ oder o oder ¢ nicht nur von der materiellen 
Flache selber, sondern iiberdies noch von irgend welchen andern Massen 
Me sollicitirt werde, von denen wir nur voraussetzen, dass sie von der 
Flaiche durch irgend welche Abstiinde getrennt sind. Es handelt sich 
darum, die von der Fliche selbst ; 
und diesen Massen 9t auf jenen y a 
Punkt ausgetibte Gesammtwir- Grp 
kung, oder vielmehr die der Nor- ah 
male » entsprechende Compo- 
nente WV dieser Gesammtwirkung \a 


niiher zu untersuchen. a 84 LA 

Zu diesem Zwecke zerlegen a ¥ it r 
wir zuvorderst die Flache durch , Ld ‘ eZ 
eine um 0 herumlaufende Curve vA ar — Me 
in zwei Theile x und 4; der Art, Rea x 
dass der den Punkt 0 enthaltende . 

Theil x wnendlich klein ist. Die 

Flachendichtigkeit ¢ wird alsdann innerhalb x als constant, niimlich als 
identisch mit demjenigen Werthe «, anzusehen sein, den sie im Punkte 
o besitzt. 

Wire der Kriimmungsradius der gegebenen Fliche im Punkte o 
fiir alle durch 0 gelegten Normalschnitte derselbe, so wtirde jenes den 
Punkt 0 umgebende Flichenelement x unmittelbar als ein Theil einer 
Kugelfldche anzusehen sein, deren Radius identisch wire mit dem gemein- 
schaftlichen Werthe jener Kriimmungsradien. 

Im Allgemeinen ist das micht der Fall. Doch wird der Werth 
des Kriimmungsradius von einem Normalschnitt zum andern in stetoger 
Weise variiren. Und demgemiass wird wenigstens derjenige Theil von 
x, welcher zwischen zwei auf einander folgenden Normalschnitten liegt, 
als Theil einer Kugelflaiche d. i. als ein sphdirisches Dreveck anzusehen 
sein. Denkt man sich nun das Element x durch die in unendlich 
kleinen Winkeldistanzen auf einander folgenden Normalschnitte in lauter 
solche unendlich schmale sphirische Dreiecke zerlegt, und irgend eines 
derselben mit 6 bezeichnet, so sind die Formeln (17.) pg. 168 auf 
dieses Dreieck 0 sofort anwendbar; so dass man also erhalt: 


Q) NO NO=+edp, und VO VO = — dg, 


wo dg den Winkel des Dreiecks bei der Ecke o vorstellt, wahrend 
é, die constante Flichendichtigkeit von « oder 0, oder (was dasselbe 
ist) den Werth der Flichendichtigkeit im Punkte 0 bezeichnet. 
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Bildet man die Gleichungen (1.) der Reihe nach fiir all’ jene 
Dreiecke 0, in welche * zerlegt worden ist, so gelangt man durch 
Addition all’ dieser Gleichungen zu folgenden Formeln: 


2) NO—-N@=+622, wud NO-NO = — «2x, 


wo N,@, N,, Ni die vom Flichentheile x herriihrenden Normal- 
componenten vorstellen. 

Der andere Flaichentheil 4 bleibt, falls der materielle Punkt langs 
n von 2 tiber o nach a geht, von diesem Punkte stets durch irgend 
welche Entfernungen getrennt. Die von A ausgeiibte Normalcompo- 
nente N® wird sich also wihrend jener Bewegung doa Schritt fiir 
Schritt in stetiger Weise iindern. Demgemiiss ist: 
(3.) NO — N.Y =0, und NO —NM=—0. 


Und ebenso ergeben sich, was die von den Massen t herriihrende 
Normalcomponente N®® betrifft, die analogen Formeln: 


(4.) VV, —N,%=—0, und VO — V,%=—0. 


Addirt man schliesslich die Formeln (2.), (8.), (4.), und be- 
achtet, dass 
N® - NY + N® = N 


ist, wo N die Normalcomponente der eigentlich zu untersuchenden 
Gesammiwirkung vorstellt, so erhilt man: 


(D:) Ne Neck + 2m«,, und Nea Nn Ore 
oder, ein wenig anders geschrieben: 
(6.) Nye sNo 2% &o, 

N; = N, = dU epic 


Diese Formeln lassen sich leicht noch weiter vervollstindigen. 
Bezeichnet man niimlich das Potential der in Rede stehenden (von der 
Fiche und den Massen )¢ ausgeiibten) Gesammtwirkung mit V, und 
den Werth desselben fiir die Punkte @ und 7 respective mit V, und 
V;, so ist offenbar*): 


03 


dV. 


Nu dn by 
We dV, 
sete See Fl 
Auch werden diese Formeln (7.) giiltig bleiben, wie nahe man auch 
die Punkte @ und 7 an o heranriicken lisst. Demgemiss ergiebt sich: 


*) Hs ergeben sich niimlich diese Formeln aus (c.) pg. 163, falls man nur 
beachtet, dass die Masse des sollicitirten Punktes = 1 sein soll. 
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a, 

a. ee ee , 
(8.) de 
_ dV, 

a acumar 7 


Somit gelangt man schliesslich, durch Zusammenfassung der Formeln 
(6.), (8.), zu folgendem Resultate: 

Erster Satz. — Hine stetig gekriimmte Vliche sci in stetiger 
Weise mit Masse belegt; und iherdies scien irgendwo im Tawme, jedoch 
entfernt von der Fliche, irgend welche Massen We gegeben. Bezeichnet 
man alsdann das Potential der von der Pliche 


shher und von jenen Massen I auf cinen va- x en { 
riohlen Punks ausgeiibten Gesammtwirkung mt rae va 


V, und die der Normale n entsprechende Com- 
ponente dieser Gesammbiwirkung mit N, so gelten 


die Formeln: \2 
ae; gh * t 
— = N, = N, + 22z,, ‘ 


a a a 


| (9) aie | 

: "| 

} —— = N; = N, st acae 20 Ey, 
bn 


wo du Punlde a,0,% die in der Figur angegebene Lage haben sollen, und 
wo 2, den Werth der Flichendichtighen im Punicte o vorstellt. 
Aus den Formeln (9.) folgt durch Addition: 


: (1% 2) Kas 
und andererseits durch Subtraction: 
. © (lz dV, 
= (11) ka FF meee =Aze,. 


Die letzte dieser Formeln zeigt, wie man, falls das Potential V bekannt 
ist, hieraus die Dichtigkeit ¢ der Flachenbelegung zu berechnen vermag. 


§ 6. 


‘Ueber das Potential einer mit Masse belegten Fliche in Bezug auf 
einen variablen Punkt. 


Der allgemeinen Untersuchung mag, thnlich wie friiher, die Be- 

trachtung einer gleichmissig mit Masse belegten Kugelfliche voran- 

| -geschickt werden. Halt man fest an den friiher (pg. 165) fiir diesen 
Fall eingefiihrten Bezeichnungen, so ergiebt sich sofort: 
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+122 
9 ‘a _ dude 
Vath fe 
=O 


oder, falls man die Integration nach gp wirklich austfiihrt: 
+1 

; * du 

V,, = 222A? / ; 


ee 
—1 


wo V, das Potential der Kugelfliiche in Bezug auf den Punkt @ vor- 
stellt, und wo H? =r? + A? — 2rAu ist. Fihrt man nun &, an 
Stelle von uw, als Integrationsvariable ein, so 


erhalt man: n 
2ueA ; 
= (— dE), | 
Ly = (ap) 
oder, was dasselbe ist: i 
oO 
Q2aeA Ane A® ates (rie 
a.) Vee (ap) (ao)) ober ast 5 F 4 
In analoger Weise ergiebt sich offenbar das | \ 
auf den Flichenpunkt o ausgeiibte Potential: | 
276A | 0 
27 & , | | 
(ho) eis waa ((op) — (00)) = 4me4, | 
und ferner das dem innern Punkte 7 ent- 
sprechende Potential: | 
es ee 
QneA Pp 


(y.) Vi = (ip) — (i0)) = Ame A. 


Aus (a), (6.), (y.) folgt nun weiter, falls man die Punkte a und 
2 unendlich nahe an o heranriicken, mithin die Centraldistanzen r dieser 
Punkte in A tibergehen lisst: 


(0.) Via= 402A, Vi=4aed, Vi = Ane, 
mithin: 
(é.) V,= V~ = VJ,. 


Von diesen Formeln (0.), (¢.) aus kann man nun Schritt fiir 
Schritt in derselben Weise operiren, wie friiher von den Formeln (14.) 
pg. 166 aus, indem man zunichst zur Betrachtung eines zwischen zwei 
Meridianen liegenden Kugelflichenstreifens 6, sodann zur Betrachtung 
eines spharischen Dreiecks 6, und endlich zur Untersuchung beliebiger 
Flachen tibergeht. Man gelangt in solcher Weise, wie leicht zu tiber- 
sehen ist, zu folgendem Resultate: 


° 
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Zweiter Satz. — Hine stetig gekriimmte Fliiche sei in stetiger 


Weise mit Masse belegt; und iiberdies seien irgendwo im Raume, jedoch 
entfernt von der Eldche, irgend welche Massen IN gegeben. Bezeichnet 
man alsdann das von der Fliiche selber und von jenen Massen Wt anf’ 
een variablen Punki ausgeiibte Potential mit V, so gilt stets die Formel: 
(12.) oe = V;, 

wo die Punkte a, 0, i die in der Figur angegebene Lage besitzen. 

Dieses Potential V der in Rede stehenden Gesammtwirkung <dndert 
sich also beim Durchgange durch die Fliche Schritt fiir Schritt in stetiger 
Weise; wiihrend [vg]. (9.)| die normale Componente N der Gesammt- 
wirkung bei einem solchen Durchgange zwei unmittelbar aufeinander- 
folgende Spriinge erleidet. 


g lq 


Anwendung der Sadtze der beiden vorhergehenden Paragraphen auf 
die Theorie der elektrischen Vertheilung. 


Sind beliebig viele elektrisch geladene Conductoren und Isolatoren 
©, &, ©”, ete. und 3, W, 8”, ete. gegeben, so wird das elektrische Ge- 
sammtpotential V, nach Eintritt des Gleichgewichtszustandes, im Innern 
eines jeden Conductors constant sein, etwa = G innerhalb ©, ferner 
= G' innerhalb @’, u. s. w. “Auch werden die einzelnen Conductoren 
©, U, ©”, etc. zur Zeit des Gleichgewichtszustandes, mit gewissen elek- 
trischen Belegungen (e), («’), (e”),... behaftet sein, wiihrend im Innern 
derselben nur neutrale Elektricitaét sich vorfindet. 

Betrachtet man also z. B. einen variablen Punkt, der nahe an der 
Oberfliche des Conductors © bald in a, bald in 0, bald in 7 sich be- 
findet, und bezeichnet man die auf diesen _ 

Punkt von allen elektrischen Massen des 
ganzen Systems ausgeiibte Gesammtwirkung \ a 


mit R, ferner die der Normale n ent- eee 
sprechende Componente dieser Gesammt- van ; . 
wirkung mit NV, so werden Ff und N theils v © 

herriihren von der auf © vorhandenen 

elektrischen Oberflachenbelegung (e), an- Me: 


derntheils von denjenigen elektrischen Ba 
Massen Yt, die in allen dbrigen Korpern Hebe sp kieaiels 49 

des Systems (d. i. in ©’, ©’, etc. und 

3,0, 0, etc.) zusammengenommen vorhanden sind. Gleiches gilt von 
V. Demgemiiss sind die Siitze (9.), (10.), (11.), (12.) auf den vorliegen- 


den Fall ohne Weiteres anwendbar. Man erhiilt also z. B. nach (9.): 
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(13.) 
(14.) 
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dV, = 
— aah <= Nz = Jif, + 21 Eo, 
dV, — 
— ee ee N; = N, — 2 E,, 
dn 


wo & die Dichtigkeit der Belegung (¢) im Punkte o vorstellt, und 
ferner nach (12.): 


(15.) 
Nun 


Und 
(16.) 


also, 


(17.) 


Vi, = Vi. 
ist aber, was die Formel (14.) betrifft: 


\ 


stan lat Saas Me 
V; = Const., = G, mithin —- = 0, also auch 7 =U. 


mit Riicksicht hierauf folgt aus (14.) sofort: 


N;=0, und N, = 22, 


falls man diesen Werth von JN, in (13.) substituirt: 
dV — 
ae ee ee NV, a Are. 
dn 


Durch Zusammenfassung dieser Resultate (15.), (16.), 17.) gelangt man 


zu folgendem Satze: 


Satz. — Betrachtet man irgend ein System elektrisch geladener Con- 


ductoren und Isolatoren nach Eintritt des elektrischen Gleichgewichts- 


zustandes, so gelten an der Oberfldche eines 
jeden Conductors & folgende Formeln: 


(18.) Va=V=Vi, 


(19.) Se = — ADE, , 


(20.) 


Dabei bezeichnet V das Potential und N 
die normale Componente derjenigen elek- 
trischen Gesammtwirkung, welche von 


dv, 


Na Ame, No = 2M Eo, N; E> Ox 


Seiten des ganzen Systems auf einen 
variablen, bald mm a, bald im o, bald im % zu denkenden Punkt ausgeiibt 


wird. 


Ferner begeichnet «, die Dichtigkeit der auf dem Conductor © vor- 


handenen elektrischen Belegung an der Stelle o. 


Beilaiufige Bemerkung. — Denkt man sich die betrachteten Conductoren 
v, U, @’, ... von Luft umgeben, so wird die in dieser Luft vorhandene 
neutrale Hlektricitiit durch die Kinwirkung der Conductoren allmihlich zer- 
setzt, und ein Theil dieser zersetzten Elektricitiit in die Conductoren hinein- 
gezogen werden, 
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Reprasentirt z. B. die vorstehende Figur die Oberfliiche des Conductors 
©, ferner a irgend ein in der Niihe dieses Conductors befindliches Luft- 
theilchen, und bezeichnet man die beiden in a enthaltenen einander neutra- 
lisirenden Elektricitiitsmengen mit m und m’ (wo m’ = —m), so werden die 
aut m und m’ in der Richtung  ausgetibten Kriifte N und N’, zufolge 
(20)., die Werthe haben: 

N = 428,m, N’ = 428,m’. 


Denkt man sich also die Bezeichnung m, m’ so gewihlt, dass m und 
é, gleiches (mithin m’ und ¢, verschiedenes) Vorzeichen haben, so wird NV 
positiv, und NV’ negativ sein. Die mit ¢, gleichartige Elektricitit des Luft- 
theilchens wird also von der Oberfliche abgestossen, wahrend die mit «, wn- 
gletchartige za derselben hingezogen wird. Diese letztere wird daher in den 
Conductor hineinfahren, und die dort bereits vorhandene Elektricitiit zu 
einem gewissen Theile neuwtralisiren. Die diese Neutralisirung bewirkenden 
Kriifte VY, NV’ sind aber proportional der Flichendichtigkeit «,. Und dies 
stimmt mit der Erfahrungsthatsache iiberein, dass der Verlust eines Con- 
ductors an Elektricitét der Dichtigkeit derselben proportional ist. 


§ 8. 
Ueber die elektrische Dichtigkeit an der Beriihrungsstelle zweier 
Conductoren. 


Zwei mit Hlektricitit beliebig geladene Conductoren © und W 
mégen einander beriihren, wobei dahingestellt sein mag, ob die Be- 
riihrungsstelle ein Punkt, eine Linie oder eine Fliiche ist. Es soll 
die elektrische Belegung dieser Conductoren zur Zeit des Gleichgewichts- 
zustandes niiher untersucht werden, namentlich die Dichtigkeit dieser 
Belegung an der Beriihrungsstelle. 

Wir wollen uns zuvorderst die Belegung der Beriihrungsstelle als 
eine Superposition zweier Belegungen vorstellen, von denen die eime 
dem einen, die andere dem andern Conductor zugehért. Diese Tren- 
nung der an der Beriihrungsstelle wirklich vorhandenen Belegung in 
zwei Theile mag in willktirlicher Weise geschehen, jedoch so, dass, 
nach Ausfiihrung derselben, die dem einen Conductor zugehorige elek- 
trische Oberflichenbelegung eine tiberall stetige Dichtigkeit besitzt, und 
Gleiches auch gilt von der Belegung des andern Conductors. 

Wir bezeichnen diese zdealen Belegungen der beiden Conductoren, 
was die Dichtigkeiten betrifft, mit 1 und 4’, ferner die Werthe, welche 
n und x’ an der Beriihrungsstelle o besitzen, mit 4, und y,. Alsdann 
wird die in Wirklichkeit an der Stelle 0 vorhandene elektrische Dichtig- 
keit e, gleich der Swmme von y und y, sein: 


(A.) 8 = Yo -P No. 
Es handelt sich darum, den Werth von & niher zw bestummen. 
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Auf den Conductor © und seine ideale Belegung (7) ist der Satz 
pg. 171 ohne Weiteres anwendbar. Demgemiiss ergeben sich die Formeln: 


Nu — N, + 2H No; 
(B.) = 
N; = No — 22%, 


4 


| 
wo unter den N’s diefenigen Kriifte zu \6 le 7 
verstehen sind, welche in der Richtung 7 ae 
oder toa ausgeiibt werden von jener auf Sheu) efgiob 
dem Conductor © gedachten idealen Be- Ee raat ad 


legung (y). Dabei soll unter » die in der 
Beriihrungsstelle o der beiden Conductoren 
errichtete Normale der beiden Conductor- 
oberflichen, und zwar die dussere Nor- 
male des Conductors © verstanden sein. 

Analoge Formeln gelten offenbar fiir den Conductor ©’: 


Ni = N, + 2am, 
Ni = N, — 220, , 


(BY) 


wo unter den Kriften N’ diejenigen verstanden sind, welche in der zu 
nm entgegengesetzten Richtung »’ ausgeiibt werden von der idealen Be- 
legung (7’) des Conductors ©’. Dass die Punkte @ und 7 beim Ueber- 
gange von den Formeln (B.) zu (B’.) vertauscht werden mussten, bedarf 
kaum noch der Erliuterung. Kbenso niimlich wie @ einen Aussen- 
punkt von © vorstellt, ebenso repriisentirt 7 einen Aussenpunkt des 
andern Conductors &’. U. s. w. 

In Wirklichkeit wirken auf die betrachteten Punkte beide Con- 
ductoren ein. Die in Wirklichkeit auf den Punkt @ in der Richtung 


nm einwirkende Kraft wird daher = N, — N,’ sein, und ebenso wird 


die in dieser Richtung auf 7 influirende Kraft = N, — Ny sein. Diese 
in Wirklichkeit vorhandenen Kriifte miissen aber, weil Gleichgewicht 
vorhanden sein soll, den Werth Nall haben. Demgemiiss ergeben sich, 
mit Riicksicht auf (B.), (B’.), die Formeln: 
oy Ne NM Me) + ey + a’) = Na, 

N; — Ni = (N, — NJ) — 22(o + 40’) = Null. 


Hieraus folgt durch Addition: 
(D.) ING Nn ee 
und andererseits durch Subtraction: 


(E.) Yo + No eae 0, 
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also mit Riicksicht auf (A.): 
(F.) & = 0; 
so dass man also zu folgendem Satze gelangt: 
An der Beriihrungsstelle zweier elektrisch geladener Conductoren ist 
eur Zeit des Gleichgewichts die Dichtigkeit der Elektricitit stets = 0. 
Dieser Satz gilt ganz allgemein, einerler ob die beiden Conductoren 
sich selbst iiberlassen, oder ob sie dem Einflusse irgend welcher dusserer 
Krafte ausgesetat sind. 

' In der That wird man den Satz z. B. fiir den Fall, dass irgend 
ein elektrisch gemachter Isolator von Aussén her auf die beiden Con- 
ductoren einwirkt, in genau derselben Art, wie vorhin, zu beweisen im 
Stande sein. 


ero: 


Die elektrische Vertheilung auf einer isolirten Metallkugel unter 
der Hinwirkung eines dussern elektrischen Massenpunktes. 


Ist eine isolirte Metallkugel mit irgend welchem Quantum J freier 
Hlektricitaét geladen, so entsteht an ihrer Oberfliiche eine diberall gleich- 
missige elektrische Belegung, d. h. eine Belegung von constanter Dichtig- 
keit*). Diese Gleichmissigkeit wird aber aufhéren, sobald auf die 
Kugel von Aussen her irgend welche elektrische Krafte einwirken. 

Solehe fusseren Krafte mégen nun in der That vorhanden sein; 
und zwar mégen dieselben ausgehen von einem ausserhalb der Kugel 
fest aufgestellten elektrischen Massenpunkte M,. Es soll die Dichtig- 
keit ¢ der unter diesen Umstinden auf der Kugeloberflache entstehenden 
elektrischen Belegung, und ebenso auch der innerhalb der Kugel ent- 
stehende Potentialwerth G berechnet werden**). Zur Bestimmung 
dieser beiden Unbekannten ergeben sich aus unserer allgemeinen Theorie 
[vgl. (A.), (B.) pg. 161] die beiden Gleichungen: 


*) Dass auf der Kugeloberfliche eine elektrische Belegung entsteht, folgt un- 
mittelbar aus unsern allgemeinen Siitzen pg. 159; und dass diese Belegung eine 
gleichméissige ist, ergiebt sich aus der Symmetrie, welche die Kugel in Bezug auf 
ihren Mittelpunkt besitzat. 

**) An Stelle des Massenpunktes M, kann man sich ausserhalb der gegebenen 
Metallkugel auch eine Schellackkugel aufgestellt denken, deren Oberfliche durch 
Reiben tiberall gleich stark elektrisch gemacht, also mit einer festen elektrischen 
Belegung von wberall gleicher Dichtigkeit versehen ist. Denn diese Belegung der 
Schellackkugel wird auf alle Punkte ausserhalb der Schellackkugel in genau der- 
selben Weise einwirken, als wire die ganze Masse der Belegung concentrirt im 
Mittelpunkte derselben. [Vgl. (7a.) pg. 13 und (w.) pg. 172.] 

F. Neumann, Vorl. ib. das Potential, 1102 
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(1.) [ edo=M, 
(2) ait he = ° 


die Integrationen satin gedacht tiber alle Elemente do der Kugel- 
oberfliche. Dabei bez¢ichnet 7 een Punkt, der innerhalb der Kugel 
jede beliebige Lage annehmen darf; und gleichzeitig bezeichnen £;' 
und E; die Abstiinde des Punktes ¢ vom Massenpunkte M, und vom 
Element edo. 

Den Werth der unbekannten Constanten G kann man leicht da- 
durch finden, dass man den Punkt 7 in das Centrum der Kugel hinein- 
schiebt. Alsdann nimlich geht die Gleichung (2.) iiber in: 


M, J edo 


A, A 
wo A den Kugelradius, und A, den Centralabstand des Punktes I, 


vorstellen. Diese letzte Gleichung aber gewinnt, mit Riicksicht auf 
(1.), die Gestalt: 


Me M 


und liefert also, weil M/, M, und A, A, gegeben sind, den Werth von G. 
Was nun ferner die unbekannte Dichtigheit < betrifft, so fiihre man 
ein Polarcoordinatensystem ei, dessen Anfangspunkt O im Centrum 
der Kugel liegt, und dessen Axe durch den Punkt J, geht. Sodann 
bezeichne man in diesem System die Polarcoordinaten des Flachen- 
elementes do mit (A, #, m) oder (A, u, m), wo w —cos ® sein soll, 
setze also: 
(4.) do = A?dudt. 
Ueberdies denke man sich die an der Stelle do(A, wu, m) vorhandene 
Dichtigkeit e, welche eine unbekannte Function von a, » ist, entwickelt 
nach Kugelfunctionen: 


(5.) = = Yn (us 9): 


Die beiden Grundgleichungen (1.), (2.) nehmen nun, falls man die 


-=G, 


Coordinaten des Punktes 7 mit (9;, w;, p;) bezeichnet, und fiir Er und 


a die bekannten Reihen [pg. 46] substituirt, foleende Gestalt an: 


a 


(6.) fedo—M= th 


(7, Fe Pw +f ( as 1 P, (cos 2)) edo — @ = 0. 
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In dieser letzten Gleichung miissen, weil der Punkt ¢ innerhalb der 
Kugel von willkiirlicher Lage ist, die Coefficienten der einzelnen Po- 
tenzen von 9; emzeln 0 sein. Somit ergeben sich aus (6.), (7.) die 
Formeln: 
sf sdo — M = (0, 
aa Baty oh? Po 


oy 


M, P,, (uw) JS PB, (cos y) edo 
Ce oat 1 
Ant Ant 


=(0, [»=1,2,3,...]; 

und diese Formeln gewinnen, falls man fiir do und ¢ die Werthe (4.) 
und (5.) substituirt, und sodann die Integrationen, auf Grund der be- 
kannten Integraleigenschaften der Kugelfunctionen [pg. 77], wirklich 
ausfiihrt, folgende Gestalt: 


(f) | 4n A?Y, = M, 
(g.) 4 4 40 AY, =G, 
M, P, (#;) An A* Yn (4:2 ¥;) 


(h.) ane baa bf Mariel fe 
Eliminirt man Y, aus (f.) und (¢.), so gelangt man zuriick zur Glei- 
chung (3.). Beachtet man ferner, dass der Punkt 4 innerhalb der Kugel 
von willkiirlicher Lage ist, dass mithin die in (h.) enthaltenen Argu- 
mente u;, m; beliebig, also z. B. vertauschbar sind mit uw, m; so gelangt 
man auf Grund der Formeln (f.), (h.) zu folgenden Resultaten: 


oe ei es eo 


M 
Xo = AVeigse ley <i 
+i 
Y,,(u, y) = ae 4n =e (2n + 1) (=) Bali). [mn = 1, 2, Os pale 


Substituirt man aber diese Werthe der Y’s in (5.), so folgt: 
M a-l 
he ale 2 (2n ae L) (=-) P,, (wv), 
oder, falls man als untere te die O statt der 1 einfiihrt: 


(8) et (4+ BH) — Be Sent n(F Rw. 


42 A 


éE= 


Die Formeln (3.) und (8.) geben die Werthe von G und é, und 
reprasentiren also die Lisung der gestellten Aufgabe. Hs bleibt noch 
iibrig, die Formel (8.) weiter zu vereinfachen durch Summation der 


dort auftretenden [eihe. 
12* 
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Bezeichnet R den Abstand des Oberflichenpunktes (A, u, p) vom 

festen Punkte M/,, so ist [vgl. pg. 46]: 

1 — AP). 

eee ay gh) 

R 0 Avy? (w) 
Diese Formel gilt ganz-allgemein fiir jedwedes Dreieck mit den Seiten 
R, A, A,, falls nur A < A, ist, und w den Cosinus des der Seite fh 
gegentiberliegenden Winkels bezeichnet, und kann daher z. B. nach A 
differentiirt werden. Demgemiss erhilt man: 


Buea — nA™—? 
R? OA set 
1 
oder, falls man diese Formel mit der vorhergehenden combinirt: 


as SBD lane ~ sh 
a ee Bea ae Ad: 1) ati Pal), 


oder, falls man noch mit A multiplicirt: 


S fe A\ntt ay , OR 
(9.) os (2n + 1) (=) P,,(w) = ps (z = BAR ee 
Nun ist aber, wie aus jenem Dreieck AA, sofort sich ergiebt: 
R= A+ A’? —2AA, 
mithin: . 
2 oR 
2h = 2A — 2A, 
und folglich: 


RY 2ARSS = A? — AP; 


y) 


so dass die Formel (9.) iibergeht in: 


< A \n-+1 A(A,? —:A*) 
10. 2 1 a ae fies = —— . 
Qo) Fert yy" aw) - 
Dies in (8.) substituirt, erhalt man: 

Be e's M, (A,? — A’) (18 
C:) OT ode A ‘a aE a3 he An A es 


so dass man also, auf Grund der Formeln (3.) und (11.), zu folgendem 
Satze gelangt: 

Denkt man sich eine isolirte Metallkugel mit der elektrischen Ladung 
M versehen, und der Einwirkung eines dussern elektrischen Massenpunktes 
M, ausgesetat, so wird auf der Kugeloberficche eine elektrische Belegung 
entstehen, deren Dichtigkeit « in einfacher Beziehung steht zu den Ent- 
fernungen der emeelnen Stellen der Kugeloberfliche vom Punkte M,. Be- 
trachtet man mniimlich eine beliebige Stelle der Kugeloberfliiche, wnd 


Theorie der elektrischen Vertheilung. 181 


bezeichnet man den Abstand dieser Stelle vom Punkte M, mit R, so 
hat die Dichtigkeit « daselbst den Werth: 
(12.) fe 
wo K und H Constanten sind. 

Will man diese Consianten, und tiberdies auch den in der Kugel 
vorhandenen Potentialwerth G niher angeben, so sind folgende Formeln 
Zu notiren: 


uM, M, 
(13.) G=>+ Be fe 
; 1 M M, M, (A,2— A®) /1\8 
(4) J 4m A F ae z) 7 ae (3) ? 


m denen A den Kugelradius, und A, den Centralabstand des 
Punktes M, vorstellen. Dabei sei bemerkt, dass die in (14.) enthaltene 
Differenz (A,?> — A*) den Werth hat: 


(14a.) Av APG", 
wo B, die Linge der von M, aus an die Kugel gelegten Tangente be- 
zerchnet. 
ESP, 
Fortsetzung. Betrachtung eines speciellen Falles. 


Wir betrachten den speciellen Fall, dass die der Kugel mitgetheilte 
elektrische Ladung M gleich Null ist: 


(15.) M=0. 
Alsdann gehen die Formeln (13.), (14.) iiber in: 
M, 
(16.) G= A,’ 
M, A, B,? 
(17.) ee ge acer teak 


wo B, die in (14a.) genannte Bedeutung hat. Die letzte Formel ist 
auch so darstellbar: 


uy R! 
(18) ©= eda, (1 38); 
wo alsdann R, eine neue Constante vorstellt, die sich bestimmt mittelst 


der Gleichung: 


(19.) R,? jw A, B,’, 
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und die also, ihrem Werthe nach, nothwendig zwischen A, und B, 
liegt *): 


(19.) Fie ogee y 


Denkt man sich um den Punkt WM, (als Centrum) drei Hiilfskugel- 
fliichen (B,), (R,), (Aj) beschrieben, respective mit den Radien B,, 
R, und A,, so wird die Oberfliche der gegebenen Metallkugel von 
den Fliichen (B,) und (A,) stets geschnitten werden*), folglich auch 
geschnitten werden von der zwischen diesen beiden Flachen (b,) und 
(A,) sich hinziehenden Flache (R,). 

Die Kreisperipherie, in welcher die Oberfliche der Metallkugel von 
der Fliche (&,) geschnitten wird, mag x heissen. Gleichzeitig mégen die 
beiden Calotten, in welche die Metallkugeloberfliche durch die Peripherie x 
zerfallt, mit ©, und Gs benannt werden, der Art, dass die Calotte ©, 
dem Punkte WM, abgewendet, die Calotte ©; dem Punkte M, zugewendet 
ist. Ueberdies mégen unter « und 6 die sphidrischen Mittelpunkte der 
beiden Calotten verstanden sein, der Art, dass « und # diejenigen 
Punkte vorstellen, in denen die Metallkugeloberfliche von einer durch 
ihr Centrum und den Punkt MW, gehenden geraden Linie getroffen wird. 

Betrachtet man nun einen beliebigen Punkt auf der gegebenen 
Metallkugeloberfliche, und bezeichnet man, ebenso wie in (18.), die 
elektrische Dichtigkeit in diesem Punkte mit ¢, und den Abstand des 
Punktes von M, mit R, so wird offenbar Rk > R, oder = R, oder 
<R, sein, jenachdem der Punkt auf ©,, auf x oder auf ©» liegt. 


Und demgemiss wird der Quotient TE wie aus (18.) folgt, positiv sein 


fiir alle Punkte der Calotte ©,, ferner Null sein fiir alle Punkte der 
Peripherie %, endlich negativ sein fiir alle Punkte der Calotte Gs. Die 
elektrische Belegung hat also auf ©. gleiches Vorzeichen mit M,, und 
auf GW, das entgegengesetzte Vorzeichen; wiihrend die Peripherie x, in 
welcher die beiden Calotten zusammengrenzen, eine neutrale Zone 
reprisentirt, auf welcher die elektrische Dichtigkeit tiberall = 0 ist. 


Bezeichnet man die auf @, und ©» vorhandenen Hlektricitits- 
mengen respective mit M, und M;, so ist offenbar (MM, + Ms) gleich 


*) Es ist A, der Centralabstand des Punktes M,, und B, die von M, aus 
an die Kugel gelegte Tangente. Folglich ist B, << A,. Die rechte Seite der 
Formel (19.) wird daher vergrdssert werden, sobald man das dortige B, durch A, 
ersetzt. Demgemiss ergiebt sich: R,°< A,*, d. i. R, < A,. - Und in Shnlicher 
Weise findet man andererseits: R, > B,. — Q. e. d. 

**) Die Fliche (A,) geht namlich durch das Centrum der Metallkugel. Und 
die Flache (B,) schneidet die Oberfliche der Metallkugel orthogonal. 
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der der Metallkugel von Hause aus zuertheilten elektrischen Ladung M, 
also nach (15.): 


(20.) Me + My =0. 


Wir stellen uns die Aufgabe, diese Quantititen 1, und Mp enzeln zu 
berechnen. 

Sind (A, w, p) die Polarcoordinaten des Elementes edo in Bezug 
auf das schon friiher benutzte Polarcoordinatensystem, dessen Anfangs- 
punkt O im Centrum der Kugel liegt, und dessen Axe mit der Linie 
OM, zusammenfallt, so ist offenbar: 


(21.) M. =ff eA dud, 


wo die obere Grenze uw, den der Peripherie «x entsprechenden Werth 
von w vorstellen soll, wihrend die wntere Grenze — 1 den Werth von 
w im Punkte @ repriisentirt. Diese Formel (21.) ist, weil ¢ vom 
Azimuth g unabhingig ist, auch so darstellbar: 
My 
M, =2nA® [ edu. 


—t 


Hieraus folgt, falls man fiir ¢ seinen Werth (18.) substituirt: 


M,A /* Bye 
tl pe 2A. (1 = 3) dw, 
il 


oder, falls man, auf Grund der Formeln: 
R= A+ A?—2AA Uw, 


Rak = — AA, dp, 
die Variable R, an Stelle von uw, als Integrationsvariable einfthrt: 
eae Tote eae R,? 
xy 


oder, falls man die Integration wirklich ausftihrt: 

M, (A+ A,)’ — &,' 

sal 2 tape — R,], 

oder, falls man im vorletzten Gliede fiir R,° den aus (19.) und (14a.) 
ersichtlichen Werth A,(A,? — A’) substituirt: 


Bi es A eee at 


M, = 


oder besser Pee 


(22.) Me = 74':[8(42 — BY) + 4’). 
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Ueberdies ist nach (20.): 
(23.) Mp =— My. 


Wir gelangen somit, auf Grund der Formeln (18.), (19.) und (22.), 
(23.) zu folgendem Resultate: 

Wird einer isolirten, Metallkugel, die im natiirlichen (unelektrischen) 
Zustande sich befindet, von Aussen her ein elektrischer Massenpunkt M, 
gendhert, so entsteht auf der Kugeloberjliche eme theils positive theils 
negative elektrische Belegung. Es markiren sich ndémlich auf der Kugel- 
oberfldche zwei Calotten, von denen die dem Punkte M, abgewendete die- 
selbe Elektricitit besitet, wie der Punkt M, selber; wiihrend die andere, 
diesem Punkte zugewendete, die entgegengesetzte Elektricitét aufweist. 
Die neutrale Zone, in welcher diese beiden Calotten aneinander grenzen, 
besteht aus denjenigen Punkten, deren Entfernung R, vom Punikte M, der 
Formel entspricht: 


(24.) Re = A,B; 


daber bezerchnet A, den Centralabstand des Punktes M,, und B, die 
Liinge der von M, aus an die Kugel gelegten Tangente. 

Die auf den beiden Calotten vorhandenen Elektricititsmengen sind, 
dem absoluten Betrage nach, einander gleich. Und zwar hat dieser ab- 
solute Betrag den Werth: 


3(A 7 RY) as 
(25) (abs Jf, 4 — re a8: 


wo A,, R, die schon genannten Bedeutungen haben, wéihrend A den 
Kugelradius bezeichnet. 

Schliesslich set noch bemerkt, dass der in der Kugel vorhandene Po- 
tentialwerth G lauten wird: 


M, 
wie solches in (16.) constatirt wurde. 
Nach (19.) und (14a.) ist: 


Rk? 4 A, (A? iy A’) ; 
d. i. Roe AST, 
1 


Erhebt man diese Formel zur (ee Potenz, und setzt man dabei 


voraus, dass der Punkt M, von der Kugel weit entfernt ist, dass 


mithin die héhern Potenzen von = vernachlissigt werden diirfen, so 
erhalt man: : 


— 
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2 2 2 (A\ 
Re =A; |1— (3) |; 
d. i. Reed Ae 
oO 


Substituirt man aber diesen Werth von R,? in (25.), so erhilt man 
fir den absoluten Betrag der auf jeder der beiden Calotten vorhan- 
denen Elektricititsmengen den sce 


(27.) (abs M,) 3 = ea 


woraus folgt, dass dieser Betrag verschwindet, sobald der Punkt WM, 
ins Weendliche sich entfernt. ty 


San: 
Betrachtung des Falles, dass die Metallkugel zur Erde abgeleitet ist. 
Die Formeln (A.), (B.) der allgemeinen Theorie [pg. 161] gelten 
nicht nur fiir die ¢solirte, sondern auch fiir die zur Erde abgeleitete 
Kugel; nur mit dem Unterschiede, dass die in jenen Formeln ent- 
haltenen Constanten M, G im einen und im andern Fall einen etwas 
verschiedenen Charakter besitzen. Wihrend nimlich im Fall der isolirten 
Kugel MW die gegebene elektrische Ladung reprisentirt und G unbekannt 
ist, wird umgekehrt im Fall der abgeleiteten Kugel M unbekannt, hin- 
gegen G bekannt, nimlich =,0 sein. 
An Stelle der Formeln (13.), (14.) p. 181, die wir fiir den Fall 
der isolirten Kugel erhalten haben, werden wir daher fiir den Fall 
der abgeleiteten Kugel folgende erhalten*): 


um, M, 
(«.) Dams Gir atn rade 

(A? — 4%) (1)° 
(6.) eae 4n A ei 


Die erste dieser Formeln giebt den Werth von WM, d. i. die Gesammt- 
masse der auf der Kugeloberflache entstehenden elektrischen Belegung, 
und die zweite liefert den Werth der Dichtigkeit ¢ dieser Belegung. 
Demgemiss gelangen wir zu folgendem Resultate: 

Wird einer zur Erde abgeleiteten Metallkugel von Aussen her ein 
elektrischer Massenpunkt M, gendhert, so entsteht auf der Kugeloberfliche 


eine elektrische Belegung, deren Gesammtmasse M den Werth hat: 
AM, 
(28.) M = — ree 
wo A den Kugelradius, und A, den Centralabstand des Punktes M, 
vorstellen. 


*) Aus (13.) ergiebt sich sofort die Formel (w.). Mit Riicksicht auf («.) er- 
giebt sich sodann aber aus (14.) die Formel ((.). 
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Die Dichtigheit « dieser Belegung ist an jeder Stelle der Kugelober- 
fliche umgekehrt proportional mit dem Cubus des Abstandes 
dieser Stelle von M,, ndmlich ausdriickbar durch die Formel: 
MAY AD (1) M, B,? (1° 
(29.) ea — Be) ) T(z) 


wo R den genannten Abstand bezeichnet, wihrend B, die Linge der von 
M, aus an die Kugel gelegten Tangente reprasentirt. 

Ist der Punkt M, positiv, so wird [wie aus (29.) folgt] ¢ dberall 
negativ sein. Und umgekehrt: Ist M, negativ, so wird « tiberall 
positiy sein. 

Es sei P der gegebene Ort des elektrischen Massenpunktes M,, 
ferner @ der zu P in Bezug auf die Kugelfliiche conjugirte Punkt. 
Mit andern Worten: Es sei @ der Mittelpunkt desjenigen Kreises, 
in welchem der von P an die Kugelfliiche gelegte Tangentialkegel 
diese Flache beriihrt. Unter Anwendung dieser beiden Punkte P und 
ergeben sich alsdann noch zwei weitere Siitze, auf deren Beweis (weil 
er leicht zu fihren ist) hier nicht naher eingegangen werden soll. 

Erstens: Das Potential der in Rede stehenden auf der Kugelober- 
fliche ausgebreiteten elektrischen Belegung in Bezug auf dnere Punkte 
ist von genau derselben Beschaffenheit, als riihrte es her yon einer 
in P concentrirten elektrischen Masse: (— I/,). 

Zweitens: Das Potential jener Belegung in Bezug auf dussere 
Punkte ist von derselben Beschaffenheit, als riihrte es her von einer 
AM, 

Ay 
kann man tibrigens, mit Riticksicht auf (28.), auch folgende einfachere 
Gestalt geben: Das Potential der Belegung auf dussere Punkte ist von 
derselben Beschaffenheit, als wire die ganze Masse M dieser Belegung 
im Punkte Q concentrirt. 


in QM concentrirten Elektricititsmasse: = Fs Diesem zweiten Satz 


§ 12. 
Die elektrische Vertheilung auf einem Spharoid. 


Ks sei ein isolirter metallischer Conductor gegeben, der die Form 
eines Sphdroids besitzt, und der mit einer gegebenen Elektricitiits- 
menge M geladen ist. Dabei aber mag vorausgesetzt sein, dass auf 
denselben von Aussen her kemerlei Kriifte eimwirken. Fiir die Dichtig- 
keit e der unter diesen Umstiinden auf der Sphiroidoberfliche entstehen- 
den elektrischen Belegung, und fiir den gleichzeitig innerhalb des 
Sphiiroids entstehenden Potentialwerth G ergeben sich alsdann aus der 
allgemeinen Theorie [vgl. (A.), (B.) pg. 161] die Formeln: 


ao | 
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(1.) { sdo=M, 


(2.) "£00 — G, 


wo ? einen Punkt innerhalb des Sphiroids vorstellt, dessen Lage da- 
selbst beliebig variiren darf. Es handelt sich darum, die beiden Un- 
bekaunten ¢ und G, auf Grund dieser beiden Gleichungen, zu berechnen. 

Ebenso wie friiher [pg. 88] mag die Gleichung der Sphiroidober- 
fliche in der Form gegeben sein: 


(3.) R= A[l + ef(u, 9), 

wo @ eine fiusserst kleine Constante bezeichnet, deren zweite Potenz zu 
vernachlissigen ist, waihrend f(w, m) eine nach Kugelfunctionen eut- 
wickelte Function vorstellt: 


eRe (u, 9). 

Auch mag, ebenso wie damals, die in (3.) enthaltene Constante A der 
Art gewiihlt sein, dass das Volumen des Sphiroids ebenso gross ist 
wie das Volumen einer Kugel vom Radius A. Alsdann wird die 
Constante Y,, wie aus unseren friiheren Untersuchungen [in § 4 
pg. 94—96] sich leicht ergiebt, den Werth Null haben; so dass also 
die Formel fiir f(u, m) sich reducirt auf: 


8 


A, 


fu, p) = 


} 


— 


ea) 


(4.) f(u, 9) = = Y, (u, 9) 


Es sei O das Centrum des Sphiroids, d. i. der Anfangspunkt des 
Coordinatensystems. Ferner sei do ein an der Stelle (R, u, ~) ge- 
legenes Element der Sphiroidoberfliche; und zwar mag dieses Element 
do von solcher Figur sein, dass ein vom Punkte O nach dem Rande 
von do gelegter Kegelmantel aus einer um O mit dem Radius Eis 
beschriebenen Kugelfliche ein unendlich kleines Rechteck dudg aus- 
schneidet. Alsdann ist offenbar: 


wo t den Winkel vorstellt, unter welchem die dussere Normale des 
Elementes do gegen den Radiusvector R, oder vielmehr gegen die Ver- 
lingerung desselben, geneigt ist. Demgemiss hat die auf do vor- 
handene Elektricitiitsmenge edo den Werth: 

(5.) edo = (~) R°dudg. 


COS T 


Um nun die unbekannte Dichtigkeit ¢ zu ermitteln, machen wir 
é 
COs T 


fiir den Ansatz: 
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(6.) —~_ — [1+ av(u,9)], 


wo «@ dieselbe iusserst kleine Constante, wie in (3.), sein soll, wahrend 
C eine noch zu bestimmende Constante, und ~(u, gp) eime noch zu be- 
stimmende Function vorstellen. Diese letztere denken wir uns nach 


Kugelfunctionen entwickelt: 


Ge) vu, gp) =Y%o+ DS Vn (u, 9). 


Es sei a< A, und zwar sei a so klein, dass eine um O mit dem 
Radius a beschriebene Hiilfskugelfldche vollstiindig innerhalb der Sphiroid- 
oberfliiche liegt. Bezeichnet man alsdann die Coordinaten irgend eines 
wmerhalb dieser Hiilfskugeloberfliche (a) gelegenen Punktes 7 mit (@;, 
“;, 9:) und den Abstand des Punktes 7 vom Element do (f, uw, pm) mit 
E;, so ist [vgl. pg. 46]: 


nr 


1 = 0; Po 
(8.) aa a ot P, (cos 7), 


wo y die gegenseitige Neigung der beiden Richtungen (u;, y;) und (uw, p) 
bezeichnet. 

Die beiden Grundgleichungen (1.), (2.) gewinnen nun durch Sub- 
stitution der Werthe (5.) und (8.) folgende Gestalt: 


+1 22 


(9.) EE a) (_) R'dudp —M=0, 


+1 22 


(10,) Tes (3 : a aap 1B, (cos2)) (_* |) dudp —G =0. 


Die letzte Gleichung muss stattfinden fiir alle Lagen, welche der Punkt é 
innerhalb der Hiilfskugelfliiche (a) itiberhaupt anzunehmen im Stande 
ist. Demgemiss miissen in ihr die Coefficienten der Potenzen von 0; 
emzeln =O sein, so dass man also zu folgenden Formeln gelangt: 


+1 22 


(11.) abot EP, (cos y) = 5) dudgy —G=0O, 


(12.) fi ae Cb) wee 


Substituirt man jetzt in (9.) und (11.), (12.) fir R und = die 


Werthe (3.) und (6.), und beachtet man, dass «? zu vernachlissigen 
ist, und beachtet man iiberdies, dass P,(cos y) = 1 ist, so erhalt man: 
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+12 7 
fone [1+ 2af(u,9)bev(u, 9) |dudp =m, 
—} 
at - 
aed Paes ira) | dudp=G, 
—1 
+1 27 
ae: [1 —(w—Laflw, ) tev(u, 9) | P, (cosy)dudgy =0, 
—1 0 
[= Tee Oil: 
Substituirt man aber hier fiir /(w, py) und (u, y) die Entwicklungen 
(4.) und (7.), so erhilt man unter Anwendung der Integraleigenschaften 
der Kugelfunctionen [p. 77]: 
(cr.) 4n A*C1 + oY] = MU, 
(B.) 4n AC [1+ e¥,)=—G, 
(y.) = (n = 1) Y;, (ui, gi) ar Van ( ti, Pi) ar 0, [n a 1, 2, 3, - +d. 
Der Punkt 7 darf innerhalb der Hiilfskugelfliche (a) jede beliebige 
Lage annehmen. Demgemiiss sind die Argumente u;, gm; ganz will- 
kiirlich, also z. B. auch ersetzbar durch uw, m. Und mit Riicksicht 
hierauf folgt aus (o.) und (y.): 


@) G¢te¥)=—,,, 
(é.) ¥n(u, p) = (n— 1) Y,(u, gp), w=1,2,3,...]. 


Substituirt man aber diese Werthe (0.), (¢.) in die aus (6.), (7.) ent- 
springende Formel: 


=C1+ ey) + Ou S Vn (u, YQ), 


und beachtet man dabei von Neuem, dass @ zu vernachlissigen ist, 
so ergiebt sich: 


cos 7 


M Me Ww 
(13.) — Bae ar ai 2 (n ae 1) Y,, (u, p). 
Ueberdies ergiebt sich aus («.) und (.) durch Division: 
M 
CLA + G =>; 


so dass man also auf Grund der Formeln (13.), (14.) zu folgendem 
Resultate gelangt: 
Es sei gegeben ein Sphiiroid: 


(15.) R=A [1 oe > Y,(u, ®)| 


vom Volumen a [vgl. den Uebergang von (3.) zu (4.)]. 
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Denkt man sich dieses Sphiiroid als einen isolirten metallischen Con- 
ductor, der mit der elektrischen Ladung M versehen ist, so wird die nach 
Hintritt des Gleichgewichtszustandes auf der Sphdroidoberfliche vorhandene 
elektrische Belegung eine Dichtigkeit « besitzen, welche den Werth hat: 


M cos Tt. ee = 
(16.) ar er Hi +o Sn —1) Yalu, ») |, 


wo t den Winkel vorstellt, unter welchem die dussere Normale der 
Sphiiroidoberfliiche gegen den vom Anfangspunkte auslaufenden Ivadiusvector 
geneigt ist. — Gleichzeertig wird 


(17.) Ga 


-z 
der im Sphdroid vorhandene Potentialwerth sein. 


vias 


Allgemeine Betrachtung tiber das Gesetz, nach welchem zwei 
elektrische Massentheilchen auf cinander einwirken. 


Wir wollen in diesem letzten Paragraph die repulsive Kraft, 
welche zwei elektrische Theilchen m und m, im Abstande F auf ein- 
ander austiben, mit 
(1.) mm, F'(E) 
bezeichnen, und die Function F'(£) als eine vdllig unbekannte uns 
denken. Dabei stellen wir uns die Aufgabe, diese Function, lediglich 
auf Grund experimenteller Thatsachen, zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir eine isolirte, mit irgend welcher 
elektrischen Ladung M versehene Metallkugel, auf welche von Aussen 
her keinerlei Krifte influiren. Nach KHintritt des Gleichgewichts- 
zustandes ist, wie aus den experimentellen Untersuchungen Coulomb’s 
hervorgeht, freve Hlektricitit immer mur an der Oberfldiche vorhanden. 
Auch muss diese an der Kugeloberflache vorhandene elektrische Be- 
legung, wie aus der Symmetrie der Kugel um ihren Mittelpunkt folet, 
von tiberall gleicher Dichtigkeit sein. 

Soll nun aber dieser direct aus den experimentellen Thatsachen 
sich ergebende Gleichgewichtszustand den Anforderungen des Gleich- 
gewichts wirklich entsprechen, so muss wihrend dieses Zustandes die 
Wirkung auf jedwede Stelle im Innern der Kugel =O sein. Denn 
andernfalls wiirde die an einer solchen Stelle vorhandene neutrale 
Elektricitit durch jene Wirkung eine Zersetzung erleiden, also kein 


Gleichgewicht vorhanden sein. — Demgemiiss gelangen wir zu folgen- 
dem Satz: 
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Das noch unbekannite Gesetz (1.) muss von solcher Beschaffenheit sein, 
dass auf Grund dieses Gesetzes die Wirkung einer gleichmdssig mit 
Elektricitdt belegten Kugelfliche in Bezug auf alle innern Punkte den 

Jerth Null hat. ' 

Um nach dieser Vorschrift jenes Gesetz (1.) d. i. die unbekannte 
Function F(Z) niiher zu bestimmen, wird es zweckmiissig sein, noch 
zwei weitere unbekannte Functionen ®(/) und W(2) einzufiihren, 
welche zu F’(#) in folgender Beziehung stehen: 


(2.) F(E) = 0'(£), 
(3. EO(E) = V' (#), 
wo die Accente Differentiationen andeuten sollen. 

Bezeichnet man nun die constante Dichtigkeit der in Rede stehenden 
gleichmissigen Belegung der Kugelfliiche mit ¢, und irgend ein Klement 
dieser Fl&ache mit do, und denkt man sich irgendwo innerhalb der 
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Fliche einen Punkt 2 von der Masse Hims, so hat die von edo auf 7 
ausgetibte Kraft P, bei Zugrundelegung des Gesetzes (1.), den Werth: 
P=F(E).edo, 
wo EF den Abstand des Punktes i von edo vorstellt. Die Componente 
dieser Kraft P nach der vom Centrum O ausgehenden Richtung Ova 

ist daher: 
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P cos 0 = F(£) cos 0. edo, 


wo 6 den Neigungswinkel der Kraft P gegen jene Richtung vorstellt. 
Demgemiss wird die von der ganzen Belegung auf den Punkt 7 aus- 
getibte Kraft R, gerechnet in der Richtung Oia, den Werth haben: 


(4.) R = | F(E) cos 0.édo, 


die Integration ausgedehnt gedacht iiber alle Elemente do der Kugel- 
fliche. 

Bezeichnet man die Polarcoordinaten des Hlementes edo mit (A, 
&, p) oder (A, u,p), wo w= cos # sein soll, indem man dabei ein Polar- 
coordinatensystem anwendet, dessen Anfangspunkt mit dem Kugel- 
centrum O, und dessen Axe mit der Linie Ova zusammenfillt, so ist 
offenbar : 


eer _ f— Aces ¢- An 
do = A’dudg, und cosd = B Se aE 


wo 7 den Centralabstand des Punktes 7 bezeichnet. Somit folgt aus (4.): 


4197 
(4a.) -/f F(E)* scenes! why Sb dudg, 
oder, falls man die Integration nach g wirklich ausfiihrt: 


(4b) R= QnA? f Fa! ee 


eine Formel, die man mit Riicksicht auf (2.) offenbar auch so schreiben 
kann: 

(4e,) R=202f? af o'(E) * au, 

oder auch so: 


(5,) R=2neA Zh. f o@an|, 


denn es ist, was den Uebergang von (4b.) zu (4c.) betrifft: 


(a.) EP = A +r — 2Arp, 
mithin: 

OH r—Ap 
(6.) Bh eae E : 


Fithrt man jetzt statt w die Variable / als Integrationsvariable 
ein, indem man, auf Grund der Relation (a.), 
Edi 
Ar 


setzt, so gewinnt die Formel (5.) folgende Gestalt: 


du = — 
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A+-r 
(6.) R= 2meA Ae ey (EB). zat} 
A—r 
und hieraus folgt mit Riicksicht auf (3.): 
@ (V(ALnN—¥(A—28) 
(7) R= 2nd | : ie 


Zufolge des vorhin ausgesprochenen Satzes [pg. 191] muss nun 
FR = 0 sein, und zwar fiir beliebige Lagen des innern Punktes i, d. i. 
fiir beliebige Werthe von r zwischen den Grenzen r = 0 und r = A. 
Demgemiiss erkennt man, dass der in (7.),in der geschweiften Klammer 
enthaltene Ausdruck eimen von r unabhdngigen Werth C besitzen muss. 
Aus der so entstehenden Gleichung 

V(A+ r) — V(A—1r) =Cr 
ergiebt sich durch zweimalige Differentiation nach r: 
(8.) PCA - rr) = (A — 14). 

Diese Formel sagt aus, dass die Function ¥’(//) fiir zwei be- 
hebige Werthe von £ stets einerlei Werth besitzt, dass mithin diese 
Function einen von EK unabhingigen Werth K haben muss. Aus der 
so entstehenden Gleichung: 


(9.) RESCH, Wee 
folgt aber durch Integration: 
(10.) WW (Hie = FT, 


wo H, ebenso wie K, von E unabhdngig ist. 
Dividirt man jetzt die Gleichung (10.) durch EH 
Riicksicht auf (3.): 


(11.) OP ee 


, so folgt mit 


deb 

Fi 

und differentiirt man endlich diese letztere Gleichung nach FE, so folgt 
mit Riicksicht auf (2.): 


(12.) i Bye 


i?) 
so dass man also zu folgendem Resultate gelangt: 

Die experimentelle Thatsache, dass bei eimem elektrisch geladenen 
Conductor freie Elektricitét immer nur an der Oberfliche anzutreffen ist, 
kann dazu dienen, wm das Gesete zw bestimmen, nach welchem zwei elek- 
trische Theilchen auf einander eimwirken. Und zwar erqiebt sich auf 
Grund jener Thatsache, dass diese Linwirkung umgekehrt proportional sein 
muss mit dem Quadrat der Entfernung. 


F, Neumann, Vorl, tib. das Potential. 13 


Neuntes Capitel. 


Allgemeine Betrachtungen iiber die elektrische Vertheilung. 


Als Instrument fiir unsere weiteren Untersuchungen werden wir 
gunichst drei sehr allgemeine Formeln (A.), (B.), (C.) ableiten, die zum 
ersten Mal wohl von Green (1828) aufgestellt sein diirften*). Mittelst 
dieser Formeln werden wir sodann zeigen, dass die im vorhergehenden 
Capitel aus der allgemeinen Theorie der elektrischen Vertheilung her- 
geleiteten Gleichungen stets nur eme Lésung zulassen, dass also die 
elektrische Vertheilung durch jene Gleichungen in jedem gegebenen 
Fall vollstdndig und eindeutig bestimmt ist. Auch werden wir diesen 
wichtigen Satz auf mancherlei Beispiele anwenden, um in solcher 
Weise seinen praktischen Nutzen deutlicher hervortreten zu lassen. 

Endlich werden wir am Schlusse des Capitels zwei Satze tiber die 
Substitution von Massen aufstellen, néimlich zeigen, dass gegebene Massen 
durch gewisse andere Massen ersetzt werden kénnen, ohne dass da- 
durch die Wirkung innerhalb eines gegebenen Raumes irgendwie aiterirt 
wiirde. 


Si. 
Aufstellung einiger Hilfssitze. 


Lisst man vom Punkte (a, y, 2) irgend eine Richtung ” ausgehen, 
so gelten bekanntlich [vgl. (14.) pg. 5.] die Formeln: 


dx dy dz 
(or.) qq COS (m, &), a = cos (”, ¥), dn = 008 (m, 2). 


Versteht man nun unter f= f(x, y,2) eine beliebig gegebene Func- 
tion, so erhilt man fiir den Differentialquotienten dieser Function 
nach der Ricktung » den Ausdruck: 


*) In der schon auf pg. 1 citirten Abhandlung. 
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df of dx 


an Ox dn 


of dy Of dz 
4 dy dn ae dz dn 
Diesen Ausdruck kann man, mit Riicksicht auf («.), auch so schreiben: 


ay 0 
B) ap = Be C80 2) + Fy c08(n, w) + ZF 008 (0, 2). 


Lasst man jetzt vom Punkte (a, y, 2) irgend eine neue Richtung v 
ausgehen, so ergiebt sich die analoge Formel: 


df 6 a) 0 
(y.) 7 = ee cos (v, #) + ae cos(v, y) + = cos (v, 2). 
Aus diesen beiden Formeln (8.) und (y.)’folgt aber sofort, dass 
fe sar 
(0.) eae arte 


sein wird, sobald die Richtungen » und v zu eimander entgegengesetat 
sind; so dass man also folgenden Satz aussprechen kann: 

Satz. — Differentiirt man eine Function f = f(a, y, 2) nach zwei 
zu emander entgegengesetzten Richtungen, so werden die in solcher 
Weise entstehenden Differentialquotienten entgegengesetzte Werthe haben. 

Dies vorangeschickt, gehen wir iiber zu unserm eigentlichen Gegen- 
stande. Hs sei gegeben irgend eine geschlossene E'ldche O. Und es 
reprisentire f = /(x#, y, z) eine Function, die «mnerhalb O stetig ist. Man 
construire nun parallel zur x-Axe ein wnendlich diinnes rechtwinkliges 
Prisma, welches innerhalb O von 1 nach 2 geht, [vgl. die Figur]. Der 
senkrechte Querschnitt « dieses Prismas sei dargestellt durch ein der 
y- und z-Axe paralleles unendlich klemes Rechteck dydz: 


ee) a = dydz. ag, 
Dieses Prisma mag unten und oben bie 
durch die Fliche O begrenzt gedacht ee 
werden; so dass also seine beiden Lnd- 
flachen durch zwei Elemente do,, do, 
jener Flache dargestellt sind. 

Das iiber alle Volwmelemente ada 
des Prismas ausgedehnte Integral 


dr 


ue of adn / ~ 
Ox ee 
7 
ist folgendermassen darstellbar: 
a) 
(2) ada = wf, — fi); ye 


wo f, und f, die Werthe von f in den Punkten 1 und 2 vorstellen. 
Nun kann aber der Querschnitt a als die senkrechte Projection von 


do,, und ebenso auch als die senkrechte Projection von do, angesehen 
13* 
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werden. Bezeichnet man also die auf do, und do, errichteten dussern 
Normalen mit », und »,, so gelten die Formeln: 


(3.) a = — do, cos(m,%) und oa = -+ do, cos (n,, 2); 
denn man hat zu beachten, dass der Winkel (”,, %) stwmpf ist [vgl. 
die Figur], waihrend (n,, x) sich als spitz erweist. Aus (3.) folgt sofort: 


(4.) af, = — fido, cos(m,2) und af, = + fpdo, cos (mM, x). 


Substituirt man aber diese Werthe von af, und af, in (2.), so er- 
halt man: 


(Gy) ie adx = f, cos(m,, £) do, + f, cos (M, %) doz, 


wo das Integral links tiber stimmtliche Volumelemente ada des con- 
struirten Prismas sich ausdehnt, wiihrend der Ausdruck rechter Hand auf 
die beiden Endflachen do, und do, dieses Prismas Bezug hat. 

Denkt man sich den ganzen Innenraum der Fliiche O in lauter 
solche Prismata zerlegt, fiir jedes derselben die Formel (5.) aufgestellt, 
und all’ diese Formeln summirt, so erhalt man, indem man gleichzeitig 
fiir « seinen Werth (1.) substituirt, folgende Formel: 


(6.) JEG dxdydz = | f cos (n, x) do, 


in welcher das Integral links iiber alle Volumelemente dadydz des 
Innenraumes von O sich ausdehnt, wihrend das Integral rechts tiber 
alle Elemente do der Elache O sich hinerstreckt. 

Uebrigens kann man in dieser Formel (6.), an Stelle von cos (n, 2), 


auch © setzen [vgl. («.) pg. 194]. Demgemiiss gelangt man zu folgen- 
dem Satz: 
Satz. — Versteht man unter O wgend eine geschlossene Flache, 


ferner unter f = f(a, y, 2) wgend eine Function, die innerhalb O stetig 
ast, so gilt die Formel: 


(7.) Nine dedydg = Jf 0s (2, x) do= f ¢5* do. 


tiber den Innenraum von 0 


Dabei bezerchnet n die dussere Normale der Fiche O. 

Kbenso wie die Formel (7.) der w-Axe des Coordinatensystems 
entspricht, ebenso gelten offenbar analoge Formeln mit Bezug auf die 
y- und g-Axe. Dieselben lauten: 


(8.) SSf $6 dudyae = ffeos(n,y)do= f pe do, 


tiber den Innenraum von 0 
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und: 
(9.) ‘ihe dzdydz = J fos (n, 2) do = fre do. 
tiber den Innenraum yon 0 

Stillschweigend haben wir bisher vorausgesetzt, die geschlossene 
Flache O sei von solcher Beschaffenheit, dass sie von einer geraden 
Linie (z. B. von einer Parallelen zur w-Axe) stets nur in gwei Punkten 
getrofien wird. Wie nun aber die Fliiche O auch beschaffen sein mag, 
stets wird ihr Innenraum durch geeignete Schnittflichen o in kleinere 
Réiume — wir wollen sie Elementarrdéuwme nennen — zerlegbar sein, 
der Art, dass die Oberfliiche eines jeden solchen Elementarraumes jener 
Voraussetzung entspricht. Demgemiiss wird also z. B. die Formel (7.) 
correct sein fiir jeden solchen Kiementarraum. Denkt man sich nun 
aber die Formel (7.) fiir all’ diese Elementarraume wirklich gebildet, 
und all’ diese Formeln zusammenaddirt, so werden die jenen Schnitt- 
flichen o entsprechenden Integraltheile bei dieser Addition sich gegen- 
seitig aufheben, wie leicht zu tibersehen ist*). Und man wird daher 
durch diese Addition zu einer Formel gelangen, welche wiederum die 
in (7.) angegebene Gestalt besitzt. 

Die Formel (7.) ist also allgemein giiltig, von welcher Beschaffen- 
heit die geschlossene Fliche O auch sein mag. Gleiches gilt selbst- 
verstandlich von (8.) und (9.). 


§ us 
Aufstellung gewisser allgemeiner Formeln (A.), (B.), (C). 


Es sei O eine gegebene geschlossene Fliche. [Ferner seien 
U = U(z,y, 2) und V= V(x, y,2) zwei gegebene Functionen; und 
zwar sel vorausgesetzt, dass 


*) Ist z. B. do irgend ein Element jener Schnittflaichen ©, und sind #, und 
Kt, die zu beiden Seiten von do vorhandenen Elementarriiume, so wird die For- 
mel (7.), gebildet fiir ,, ein Glied von der Gestalt 
(G,.) f cos (v,, &) do 
euthalten. Ebenso wird diese Formel (7.), gebildet fiir R,, mit einem Gliede von 
der Gestalt 
(G,.) f cos (v,, £) do 
behaftet sein. Dabei reprisentiren v, und », zwei emander entgegengesetzte Rich- 
tungen. Denn beide Richtungen stehen normal zum Elemente do. Die eine aber 
reprisentirt die iussere Normale, des Raumes 3t,, die andere hingegen die Aussere 
Normale von iy. 

Demgemiss werden die beiden Glieder (G,.) und (G,.) entgegengesetate Werthe 
haben, also bei der Addition der in Rede stehenden Formeln sich gegensertig auf- 
heben. — Q. @. d. 
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s0 BU: (OU eau, Pelee Olaemets 
Ome? Og? Cee ett Fae. ogee 


(10.) U, 


innerhalb O. stetig sind. Alsdann gilt offenbar Gleiches innerhalb O 
auch von dem Ausdruck 


ov aU 
ab bea cr ammalalers 


so dass also z. B. der Satz (7.) auf diesen Ausdruck (11.) ohne Weiteres 
anwendbar ist. en: erhalt man: 


12) SIP (0 Ge —V Gar) dadude— f(U se —Y Ge) a 


iiber den Innenraum von 0 


Ebenso wie diese Formel der w-Axe entspricht, ebenso werden offenbar 
analoge Formeln gelten mit Bezug auf die y- und z-Axe; so dass man 
also durch Addition aller drei Formeln erhilt: 


3) [{f (Uav—Vav)dadyds = f (u  —V ©) ao. 


uber den Innenraum yon 0 


Demgemiiss gelangt man zu folgendem Resultate: 

Erster Satz. — Versteht man unter O eine geschlossene Fldache, 
ferner unter U = U(a, y, 2) und V = V(a, y, 2) ewer gegebene Functionen, 
und setet man voraus, dass 

oU oU oU OV OV OV 
U, 


0a? Oy’? Oz und V, Ox? Ody’ az 


innerhalb O stetig sind, so gilt die Formel: 


(a) fff (UAV — VAU)dadyde = f (U2 —V7 2) ao, 


dn C 
iiber den Jnnenraum von 0 in 


wo n die dussere Normale der Flidche O bezeichnet. 

Die hier an U = U(a, y, 2) gestellten Anforderungen werden offen- 
bar erfiillt sein, wenn man U = Const., etwa = 1 setzt. In solcher 
Weise gelangt man zu folgendem 

Zusatz. — Ist eme Iunction V = V(x, y, 2) von solcher Beschaffen- 
heit, dass 

bee 


Ge? eyo Jee 


innerhalb emer geschlossenen Fiche O stetig sind, so gilt die Formel: 
y 
(Aa) SI f avVaadyde =f ao, 
iiber den Innenraum von 0 


wo n die dussere Normale der Fldche O vorstellt. 
Zu einer mit (A.) analogen Formel wird man offenbar auch dann 
gelangen, wenn man, an Stelle des Innenraumes von O, einen von zwei 
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Flachen begrenzten schaalenformigen Rawm in Betracht zieht. In der 
That gelangt man durch Zerlegung des schaalenformigen Raumes in 
einzelne Klementarréume, durch Aufstellung der Formel (A.) fiir jeden 
solchen Elementarraum, und durch Addition*) all’ dieser Formeln zu 
folgendem Resultate: 

Zweiter Satz. — Reprisentirt O die diussere und Q die innere 
Begrenzungsjldche eines gegebenen schaalenfirmigen Raumes, sind 
ferner U = U(a, y, 2) und V = V(a, y, 2) ewei gegebene Functionen, und 
setazt man voraus, dass 
oU oU 


@ eV aves 
dx? ody? Oo 


de? oy Of 


: U 
U, : 


und V; 
innerhalb des schaalenformigen Raumes, d. i. zwischen O und Q stetig 
smd, so gilt die Formel: 


(B) fff (Uav—Vav)dedyde=+ f(u © —v Z) 


Sf Uren tarde 


Dabei bezeichnet n die Gussere Normale der Fldche O, und ebenso v die 
dussere Normale der Fldche 2. Es ist also m dem schaalenformigen 
Raume abgewendet, wahrend v in denselben hineinliuft; wie man solches 
angedeutet findet in der nebenstehenden Figur. 

Sind die Functionen U und V von solcher 
Beschaffenheit, dass sie den ihnen auferlegten Be- 
dingungen auch dann noch entsprechen, wenn man 
die Aussere Begrenzungsfliche O nach allen Seiten 
hin sich mehr und mehr ausdehnen, und schliess- 
lich in eine Kugelfliche von wnendlich grossem Radius R tibergehen 
lasst, so wird wihrend dieses Processes die Formel (B.) fortdauernd 
in Kraft bleiben, und schliesslich die Gestalt annehmen: 


Sf Wav —Vav)dadyds = + f (Ue —V FR) do 


iiber den Raum zwischen 0 und Q 
dV a 
Deine ayaa 
dv dv 


Setzt man nun voraus, dass das iiber die Elemente do jener unendlich 
grossen Kugelfliiche ausgedehnte Integral einen bestimmten endlichen 
Werth habe, etwa = XK sei, so gelangt man zu folgendem Satze: 


iiber den Raum zwischen 0 und Q 


*) Bei dieser Addition werden sich die den Zerlegungsfldchen entsprechenden 
Integraltheile [ahnlich wie friiher, Note pg. 197] wiederum gegenscitig aufheben; 
wie sich solches mittelst des Satzes pg. 195 leicht ergiebt, 
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Dritter Satz. — Versteht man unter Q eine geschlossene Flache, 
ferner unter U = U(a, y, 2) und V = V(a, y, 2) wei gegebene Functionen, 
und setzt man voraus, dass 

C OV V OV 
ip 0U oU oU und V, 7) 0 6 


Oa? Oy’ Of ja? Oy? Oz 
im Aussenraume von Q tiberall stetig sid, so ey die Formel: 


Cy fi ar= VAU)dndyde = K — eae 


tiber den Aussenraum von 


wo v die dussere Normale der Fliche Q vorstellt \vgl. die vorhergehende 
Tigur). 
Dabei hat K den Werth: 


(0’) k={(u4-v) a, 


die Integration ausgedehnt i pe alle Elemente do eimer um irgend 
welchen Punkt [z. B. um den Anfangspunkt des Coordinatensystems| mit 
unendlich grossem Radius R beschriebenen Kugelfldche. 

In gewissen Fallen ist der Werth von K leicht angebbar. Hs sei 
z B. U = Const., etwa = 1, und V dasjenige Potential, welches auf 
den variablen Punkt (x, y, 2) ausgetibt wird von irgend welchen im 
Eindlichen liegenden festen Massen VM. Fir unendlich ferne Punkte 
(x,y, 2) wird alsdann dieses Potential V von derselben Beschaftenheit 
sein, als ware jene Masse M in einem eimzigen Punkte concentrirt; 
wobei es einerlei ist, ob man zu diesem Concentrationspunkte den 
Schwerpunkt der Massen M, oder irgend welchen andern in der End- 
lichkeit liegenden Punkt auserwihlt*). 

Nimmt man zu diesem Concentrationspunkte den Mittelpunkt der 
vorhin genannten, mit unendlich grossem Radius R beschriebenen 
Kugelflache, so wird das Potential V fiir as Punkte (x,y, 2), die 


auf dieser Kugelfliche liegen, den Werth — haben. Substituirt man 
aber diesen Werth 


M 

(a.) Vers Ri 

und den hieraus entspringenden Werth 
dV M 
(b.) ak —— 


in (C’.), und beachtet man, dass U = 1, mithin = = 0 sein sollte, 


so erhalt man: 


*) Wir werden iibrigens spiter [in § 4 pg. 207] zeigen, wie man diese Be- 
trachtungsweise, die sich weiterhin mehrfach wiederholen wird, durch ein vollig 
strenges Verfahren zu ersetzen im Stande ist. 
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oder, weil [do = 4xR? ist: 
(c.) K = — 4aM. 

Demgemiiss gewinnt der allgemeine Satz (C.), (C’.) im gegenwirtigen 
Falle folgende Gestalt: 

Vierter Satz. — Hs set Q eine geschlossene Fliche. Ferner sei 
V=V(a, y, 2) dasjenige Potential, welches auf den variablen Punkt (a, y, 2) 
ausgetibt wird von irgend welchen im Endlichen liegenden Massen M. 
Ueberdies sei vorausgesetzt, dass 


V; 


vg 


OU) Oke OV. 
On? Oy? da 
im Aussenraume von Q iiberall stetig sind. Alsdann gilt die Formel: 


(Ca) fff aVdedyde =—4au—f[" ao, 


uber den Aussenraum von 


wo v die dussere Normale der Fliche Q vorstellt. 

Bemerkung. — Sollten die Massen M zufdlliger Weise vollstdandig 
innerhalb Q legen, so wiirde AV [Satz (6.) pg. 9| im Aussenraume 
von Q iiberall =O sem, mithin die linke Seite der Formel (Ca.) eben- 
falls =O sem. 

Wir wollen jetzt ferner den allgemeinen Satz (C.), (C’.) auf den 
Fall in Anwendung bringen, dass die Functionen U und V beide Poten- 
tiale sind. Es sei nimlich U das Potential irgend welcher Massen M,, 
und V das Potential irgend welcher andern Massen M,. Auch sei 
vorausgesetzt, dass all’ diese Massen M, und M, im Endlichen liegen. 
Alsdann erhilt man folgende mit den friiheren Formeln (a.), (6.) ana- 
loge Formeln: 


(f-) ar a0 Sree ie r) 
tae pb Wao, lie 
(g.) the. EES ‘aR a eee 
so dass also die Formel (C’.) iibergeht in: 
1 1 
K=— UM, f (gr — ze) 40, 
Adin: 
(6.) K=0. 


Demgemiss*) nimmt also der Satz (C.), (C’.) im gegenwartigen Falle 
folgende Gestalt an: 


*) Auch diese Betrachtungsweise kann durch eine strengere ersetzt werden 
[vgl. den § 4 pg. 207]. 
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Fiinfter Satz. — Ms sei Q eine geschlossene Fldche. Ferner seven 
U = U(a, y, 2) und V = V(a, y, 2) die Potentiale zweier Massensysteme 
M, und M,, deren jedes im Endlichen liegt. Ueberdies sei voraus- 
gesetlzt, dass 


av aV 
U, oU oU oU ee oV ie 0 


Oz? Oy’? Oz ? “On? Oy? OF 
im Aussenraume von 2 tiberall stetig sind. Alsdann gilt die Formel: 


(cp) fff Uav—va U)dadyds — — f (UG, Bo Fees isn 


liber den Aussenraum von 
wo v die dussere Normale der Fliche Q vorstellt. 

Bemerkung. — Sollten zufilliger Weise die Massensysteme M, und 
M, vollstindig innerhalb Q legen, so wiirde die linke Seite der vor- 
stehenden Formel offenbar = 0 sein. 

Wir wollen schliesslich noch die Satze (Aqw.) und (Ca.) auf einen 
besonders einfachen Fall in Anwendung bringen. Es sei naimlich V 
das Potential irgend welcher Massen M. Liegen diese Massen M 
ausserhalb emer gegebenen geschlossenen Fliiche 2, so ergiebt sich 
aus (Aq.), falls man die dortigen Buchstaben O, 0, m durch 2, @, v 


ersetzt: f 
Jf AV dadyde es SY de, 


iiber den Innenraum von 


also, weil die Massen MZ cae Q liegen sollen, mithin AV inner- 
halb Q iiberall = 0 ist: 


LV 
(x.) =( do 


Liegen andererseits die Massen M innerhalb Q, so folgt aus (Ca.): 


Jf AVdudyde =—4au— [> do, 


iiber don Aussenraum yon & 
also, weil die Massen M immnerhalb Q liegen sollen, mithin AV ausser- 
halb Q iiberall = 0 ist: 


(y.) 0——4am— f 


Diese Formeln (x.), (y.) enthalten folgenden Satz: 

Sechster Satz. — Versteht man unter V das Potential irgend welcher 
Massen M, so wird das tiber alle Elemente do einer geschlossenen F liche 
Q ausgedehnte Integral 


; aV 
(D.) J Gedo 


= 0 sem, falls die Massen M vollstindig ausserhalb Q liegen, hingegen 
= — 4xM sein, falls dieselben vollstindig innerhalb Q sich befinden. 
Dabei bezeichnet v die duwssere Normale der Fléiche Q. 


A 
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Lisst man schliesslich die gegebenen Massen M sich reduciren 
auf einen einzigen materiellen Punkt von der Masse Eins, so geht 
dieser Satz in folgenden tiber: 

Siebenter Satz. — Bezeichnet man die cinzelnen Elemente einer ge- 
schlossenen Fldche Q mit dw, und die Abstiinde dieser Elemente dw von 
irgend eimem festen Punkte (a, b, c) mit E, so wird das tiber Q aus- 
gedehnte Integral 


fs ad au 
Due 
(E.) , Fr dw 


= 0 sein, falls der Punkt (a, b, c) dusserhalb Q liegt, hingegen 
= — 4m sem, falls (a, b, c) innerhalb Q sich befindet. Dabei be- 
zeichnet v die Gussere Normale der Fliiche %. 

Bemerkung. — Man kann tibrigens diesen letzten Satz leicht direct 
beweisen. Der unter dem Integral stehende Ausdruck ist namlich 
folgendermassen darstellbar: 

1 


Gy to = — ae Gy do = — ae Ge ae + ay ae t+ Oe ae) Os 
wo (a, y, 2) die Coordinaten des Elementes d@ vorstellen, so dass also 
E? = («4 — a)’ + (y— bP + (2 — c) ist. Hieraus folgt mit Riicksicht 
auf (@.) pg. 194: 

¢ 1 ja —2 b= 
a da = + +» i cos(v,a) + Fi 


oder, was dasselbe ist: 


Y cos (vy, y) + o- cos (v, 2) do, 


1 
d — 
H cos 0 - da 
(u.) eee Cart ee 


wo # denjenigen Winkel bezeichnet, unter welchem die von (#, y, 2), 
d. i. von d@ nach (a, b, ¢) laufende Richtung LH gegen die Normale v 
geneigt ist. Hieraus folgt sofort: 


ies 
E 
(v.) re doa =—-+ do, 
wo do die Oeffnung des von (a, b, c) wh 
nach der Peripherie von dw gelegten JL 
Kegels, d. i. dasjenige Lldchenelement y ha 


vorstellt, welches dieser Kegel aus 
einer um (a,b,c) mit dem Radius He 
Eins beschriebenen Kugelflache aus- y 


schneidet. , abe 
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Diese Formeln (u.), (v.) gelten indessen nicht allgemein. Hat 
niimlich, withrend sonst alles beim Alten bleiben soll, die Normale des 
Elementes dw die entgegengesetzte, in der Figur mit v’ bezeichnete 


Richtung, so erhilt man, statt (u.), folgende Formel: 
4 a cos 0 - do 
(u’) do = + 


wo @ den Winkel von HL gegen v’ vorstellt. Dieser Winkel #’ ist 
aber stumpf, und = x — %, mithin cos & = — cos # Und demgemiss 
folgt aus (u’.): 

d —; 
(v’.) ae dao = — do, 
wo do genau dieselbe Bedeutung hat wie vorhin, in (v.). 

Man kann dieses do die scheinbare Grisse des Elementes do fiir 
einen in (a,b, ¢) befindlichen Beobachter nennen; und alsdann den In- 
halt der beiden Formeln (v.) und (v’.) in folgenden Satz zusammen- 
fassen: 

Satz. Bezeichnet EX den Abstand des Punktes (a, b,c) vom Fldchen- 
elemente do, und v eine bestimmte Normale dieses Elementes, so wird 


ee 
(w.) ane da = + do 


sem, wo do de scheinbare Grosse des Elementes da fiir einen in 
(a, b, c) befindlichen Beobachter bezeichnet. Dabei ist das Zeichen +- oder 
— zu nehmen, je nachdem der Punkt (a, b, ©) und die Normale v auf 
derselben Seite des Elementes dw, oder auf verschiedenen Seiten °des- 
selben gelegen sind. 

Unter Zugrundelegung dieses einfachen Satzes (w.) ergiebt sich 
nun der eigentlich zu beweisende Satz (E.) durch unmittelbare geome- 


trische Anschauung; was weiter auszufiihren tiberfliissig sein wiirde. 


Se, 
Sich anschliessende Sdtze. 


Ausserhalb der geschlossenen Fliche O seien irgend welche Massen 

M gegeben, und das Potential dieser Massen auf den variablen Punkt 

(a, y, 2) sei mit W bezeichnet. Alsdann wird der Satz (A.) pg. 198 
sofort anwendbar sein auf 

U=1 wd V=4,, 
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wodureh man erhilt: 


(eee + (Sy + (SE) + waw | deayas = fw ao. 


iiber den Innenranm von 0 


Die Massen M sollen aber ausserhalb O liegen. Demgemiiss wird A W 
imnerhalb O iiberall = 0 sein, so dass also in der vorstehenden Formel 
das mit AW behaftete Glied verschwindet, mithin folgendes Resultat 
entsteht: 

Erster Satz. — Versteht man unter M irgend welche Massen, die 
ausserhalb der geschlossenen Fliche O,;oder auch auf derselben sich 
befinden, so gilt ftir das von diesen Massen M auf einen variablen Punkt 
(x, y, 2) ausgeiibte Potential W die Formel: 


a) [ff pase (OP) 4 (OF) anayae =f we ao 0, 


tiber den Innenraum von 0 


wo n die dussere Normale der Fiche O vorstellt. 

Wir wollen jetzt annehmen, das Potential W sei von solcher Be- 
schaffenheit, dass es fiir alle auf der Fliche O liegenden Punkte ver- 
schwindet. Alsdann verschwindet in (l.) die rechte Seite, mithin auch 
die linke. Aus dem Verschwinden dieser linken Seite folet sofort, dass 

ow ow ow 
Cie Oe Oe 


innerhalb O iiberall =O sind, dass mithin W selber innerhalb O con- 
stant ist. Der Werth dieser Constanten kann aber, weil W, nach 
unserer Voraussetzung, auf O verschwindet, kein anderer als 0 sein; 
so dass wir also zu folgendem Resultate gelangen: 

Zweiter Satz. — Bezeichnet O eine geschlossene Fliche, ferner W 
das Potential irgend welcher Massen M, die theils ausserhalb O, theils 
auf O ausgebreitet sind, und nimmt man an, dass dieses Potential W auf 
O iiberall = 0 ist, so wird dasselbe auch innerhalb O allenthalben 
= 0 sein. 

Um den Satz zu verallgemeinern, stellen wir uns die Aufgabe, 
das Potential W irgend welcher theils ausserhalb O, theils auf O aus- 
gebreiteter Massen IM fiir den Fall zu untersuchen, dass der Werth 
dieses Potentials auf O nicht = 0, sondern = k ist, wo k irgend welche 
Constante vorstellen soll. 

Man construire eine die Flache O umschliessende Hiilfskugelflache 
O’ vom Radius A’, und denke sich diese Kugelfliiche glechformig mit 
Masse belegt, und zwar der Art, dass die Gesammtmasse M’ der Be- 
lecung = — kA’ ist, wo k jene gegebene Constante vorstellen soll. 
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Das Potential W’ dieser Belegung M’ besitzt alsdann in Bezug auf 
alle Punkte innerhalb 0’, mithin z. B. auch in Bezug auf alle Punkte 
auf und innerhalb O, ein und denselben constanten Werth, namlich den 


Werth*): ne =—hk. 


Demgemiiss reprisentirt die Summe W-+ W’ ein Potential, dessen 
erzeugende Massen M, M’ theils auf, theils ausserhalb O liegen, und 
dessen Werth auf O iiberall =k — k =O ist, — also ein Potential, 
welches, nach dem vorhergehenden Satze, auch imnerhalb O iiberall 
= () sein muss. Mit andern Worten: Man gelangt zu dem Resultate, 
dass W innerhalb O tiberall = — W’, d.i. = + & ist, also zu folgen- 
dem Satze: 

Dritter Satz. — Bezeichnet O eime geschlossene Fliche, ferner W das 
Potential irgend welcher Massen M, die theils ausserhalb O, theils auf 
O ausgebreitet sind, und mmmt man an, dass dieses Potential auf O 
constant, ewa =k ist, so wwd dasselbe auch innerhalb O wberall 
=k sei. 

Wir gehen iiber zu anderen Betrachtungen, die den soeben an- 
gestellten ziemlich parallel stehen. — Jnnerhalb der geschlossenen 
Fliche Q seien irgend welche Massen M gegeben; und das Potential 
dieser Massen auf den variablen Punkt (a, y, z) sei mit W bezeichnet. 
Alsdann wird der Satz (C.), (C’.) pg. 200 anwendbar sein auf 


Ww? 


U=1 und V= 


} 


wodurch man erhialt: 


(1.) Sf [ays (Fy + (ee y + WA w| dadydz = 


iiber den Aussenraum von Q) 
—K— {Ww do; 
dv 


dabei hat alsdann K die Bedeutung: 


(2.) ={ wor ao, 


die Integration ausgedehnt gedacht tiber alle Elemente do einer um 
irgend welchen Punkt mit dem wnendlich grossen Radius R beschriebenen 
Kugelfliche. 

Das Element do ist also wnendlich fern, folglich ist der Werth des 
Potentials W in diesem Elemente do folgendermassen darstellbar: 


*) Vgl. die Formel (y.) pg. 172, und tiberdies auch die Erliuterungen am 
Schlusse dieses Werkes. 
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M 
U1 Wea oe 
[vgl. (a.) pg. 200}. Hieraus folgt: 
aw M 
ew oe 


Demgemiiss ergiebt sich aus (2.): 


/ = M? 
(3.) a eaido, 


also, weil J do == 4a hist: 

(4.) K=— “_%, 

also, weil R = oo ist: 

(5.) K=0. 

Beachtet man nun, dass die Massen M innerhalb Q liegen sollen, dass 

mithin in (1.) das mit AW behaftete Glied verschwindet, so gelangt 

man auf Grund der Formeln (1.) und (5.) zu folgendem Satze: 
Vierter Satz. — Versteht man unter M irgend welche Massen, die 

innerhalb der geschlossenen Fldche Q, oder vielleicht auch auf derselben 

sich befinden, so gilt fiir das von diesen Massen auf’ einen variablen Punkt 

(x, y, z) ausgetibte Potential W die Formel: 


CO oe On antvae of we a 


liber den Aussenraum von Q 


wo v die Gussere Normale der Flidche Q vorstellt. 

Dieser Satz fiihrt, falls man annimmt, W sei auf der Fliache Q 
iiberall = 0, zu ahnlichen Folgerungen, wie sie sich vorhin aus dem 
ersten Satze ergaben, so dass man also zu folgendem weiteren Satze 
gelangt: 

Finfter Satz. — Bezcichnet Q eine geschlossene Fliche, ferner W 
das Potential irgend welcher Massen M, die theils innerhalb Q, theils 
auf Q ausgebreitet sind, und setat man voraus, dass dieses Potential auf 
Q iiberall = O ist, so wird dasselbe auch ausserhalb Q allenthalben 
= 0 sein. 


§ 4, 
Angabe einer strengeren Methode fiir gewisse in den beiden letzten 
Paragraphen angestellte Betrachtungen. 


Wir haben friiher [pg. 200] das iiber eine Kugelfliche O von un- 
endlich grossem Radius # ausgedehnte Integral 


(1. K=J(U ie -Y ap) & 
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fiir den Fall berechnet, dass U = 1 ist, und V das Potential irgend 
welcher endlicher Massen M vorstellt. Wir wollen gegenwiirtig zur 
Berechnung dieses Integrals eine strengere Methode einschlagen, indem 
wir dabei den Radius R zunichst als endlich, dabei aber als so gross 
uns denken, dass jene ] te M vollstindig ae der Kugelfliiche 
O liegen. 

Da U = 1 sein soll, so reducirt sich die Formel (1.) auf: 


(2.) K={ % do. 
Betrachtet man die innerhalb O liegenden Massen M als ein System 
einzelner Massenpunkte m,, m,,... x, So ist: 


as My, 


wo E, den Abstand des variablen Punktes (x, y, z) von my, vorstellt. 

Man fiihre nun ein Polarcoordinatensystem ein, dessen Anfangs- 
punkt im Centrum der Kugelfliche O liegt, und denke sich den variablen 
Punkt (a, y, 2) auf dieser Kugelfliche gelegen. Demgemiiss bezeichne 
man die Polarcoordinaten der Punkte (a, y, 2) und m, resp. mit (R, uw, p) 
und (7, Ux, gx). Alsdann ist m < R, also [vgl. pg. 46]: 


ao 


wo y, die Pea oe der beiden Richtungen (u, m) und 
(ux, 9x) veprisentirt. Somit folgt aus (3.): 

Y,, (4 ) 
4, 
( ) V= >? Reri ? 
wo alsdann Y,(w, m) und insbesondere Y,(u, p) die Bedeutungen be- 
sitzen: 


va 
(5.) Ve (ite = [marr Pp (cos yn)], 
(6, ¥,(u, 9) = = [my] = M; 


dabei bezeichnet M die Gesammtmasse des gegebenen Systems m, ,5,...2z7. 
Die Function P,,(cos y,) ist eine Kugelfunction n** Ordnung von w, gp. 
Gleiches gilt daher, nach (5.), auch von Y,(u, p). 

Substituirt man nun in (2.) fiir V den Werth (4.), und gleich- 
zeitig fiir do den bekannten Ausdruck R?dudg, so erhilt man: 


a ef fe Sates 2) its 


5110 n=0 he 
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Das Integral 


+1 2m 
J Sf Yau 9) dude 
—1 0 
ist aber [vgl. (la.) pg. 77] stets = 0, ausser fiir n= 0. Somit folgt 
aus (7.): 
+1 20 
(8.) K=—f fY¥(u% 9)dudg, 
—— ii 


also mit Riicksicht auf (6.): 
(9.) ae ait 


Diese Formel wird offenbar giiltig bleiben, wenn man nachtriiglich 
den Radius R noch weiter vergréssert, z. B. ins Unendliche anwachsen 
lasst; so dass wir hier also zu genau demselben Resultate gelangt 
sind, wie friiher auf pg. 201 in (c.) — Qed. 

In genau derselben Weise kann man einen strengeren Beweis 


hefern fiir die Formel (§.) pg. 201 und fiir die Formel (5.) pg. 207. 


Sy 


Beweis dafiir, dass der elektrische Gleichgewichtszustand durch die 
aus der Theorie abgeleiteten Formeln eindeutig bestimmt ist. 


Wirken auf einen isolirten Conductor, der mit der gegebenen Hlek- 
tricitiitsmenge M geladen ist, von Aussen her Krifte em, deren Poten- 
tial I” ebenfalls gegeben ist, so gelten fiir die anbekannte Dichtigkeit ¢ 
der auf dem Conductor entstehenden elektrischen Belegung die beiden 
Gleichungen [vgl. pg. 161]: 


(1.) fedo=M, 
ed , 
(2.) Fetal g- = & 


wo G eine noch wnbekannte Constante bezeichnet. 

Es fragt sich, ob « und G durch diese beiden Gleichungen eindeutig 
bestimmt sind. Um hierauf naher einzugehen, wollen wir einstweilen 
annehmen, die Gleichungen (1.), (2.) liessen zwei Lésungen zu: é, G 
und «’, G’, und die Consequenzen untersuchen, welche aus einer solchen 
Annahme sich ergeben. 

Denkt man sich in jenen Gleichungen (1.), (2.) successive die 
Lésung «,G und die Lésung «’, G’ substituirt, und die so entstehenden 


Formeln von einander subtrahirt, so erhalt man: 
F, Neumann, Vorl, iib. das Potential, 14 
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(3.) | (e—#)do=0, 
ed 7 7 
(4.) = (a a G8), 


wo W; als Abbreviatur dienen soll fiir die linke Seite der letzten 
Gleichung. Dieses W; repriisentirt alsdann offenbar das Potential der 
Oberfliichenbelegung (¢ — «’) auf Punkte ¢ mnerhalb des Conductors. 
Bezeichnet man das Potential dieser selben Oberflichenbelegung auf 
Punkte a ausserhalb des Conductors mit W,, so ist bekanntlich [vgl. 
(12.) pg. 178 und (11.) pg. 171): 
W.= W;, und 

aw, d dW, 

Panay ae 
wo ” die aussere Normale der Conductoroberfliche O vorstellt, und 
é — e’ den Werth von ¢ — e’ im Fusspunkte dieser Normale bezeichnet. 
Diese beiden Relationen sind, weil W; [nach (4.)] constant, = G — G’ 
ist, auch so darstellbar: 


= — 4nx(e— ’), 


(5.) W.=W,=G—G@, 
dw, ‘ 
(6.) a ae A4a(e — €’). 


Bringt man nun den Satz (©.) pg. 207 auf das Potential W, in 


Anwendung, so folgt: 
aw, 
+ (32)"| dedyae— aa i 


a SIP Ge) + Cor) 


iiber den Aussenraum des Conductors 


Die vechte Seite dieser Formel ist aber nach (5.) und (6.) 


= + 404 —G@) f (e—«')do, 
also nach (3.) 


Folglich wird die linke Seite der Formel (7.) ebenfalls — 0 sein. 
Hieraus ergiebt sich, dass 
ow, ow, ew, 


u 


0a? cy 0g 

im Aussenraume des Conductors tiberall verschwinden miissen, dass 
also W, selber in diesem Aussenraume constant sein muss. Demgemiiss 
ergiebt sich aus (6.): e— e’ —0, di. 

(8.) cap y 

und sodann aus (4.): 


(9.) Ga Ge 
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Die zu Anfang gemachte Supposition, dass die Gleichungen (1.), (2.) 
zwei Lésungen: ¢, G und «’, G’ besitzen, fiihrt also mit Nothwendig- 
keit zu dem Resultate, dass diese beiden Liésungen unter einander iden- 
tisch sind, dass also in Wirklichkeit nur eine Losung existiren kann. 
Also der Satz: 

Erstes Theorem. — Wirken auf einen isolirten Conductor, der mit 
der gegebenen Elektricitiitsmenge M geladen ist, von Aussen her Kriifte ein, 
deren Potential F' ebenfalls gegeben ist, so gelten fiir die unbekannte 
Dichtigkeit « der auf dem Conductor entstehenden elektrischen Belegung die 


Gleichungen f ; lee 
Edo = a 
(10.) F edo 
ict af z= Const. , 


wo unter Const. eme noch unbekannte Constante zu verstehen ist. 

Und zwar wird « durch diese beiden Gleichungen eindeutig be- 
stimmt sein. Ist also eine Function « gefunden, dic, in Verbindung mit. 
irgend welcher Const., den beiden Gleichungen entspricht, so wird man 
sicher sein, dass diese Function « wirklich diejenige Belegung 
repridsentirt, welche unter den gegebenen Umstinden eintritt. 

Mit gleicher Leichtigkeit, oder vielmehr noch einfacher, gelangt 
man zu folgendem zweiten Satze: 

Zweites Theorem. — Wirken auf cinen zur Erde abgeleiteten 
Conductor von Aussen her Krifte em, deren Potential F' gegeben rst, 
so gilt fiir die unbekannte Dichtigheit « der auf dem Conductor ent- 
stehenden elektrischen Belegung folgende Gleichung: 


(11.) Fi+ f 4° —0, [vgl. pg. 161]. 


Und zwar wird « durch diese Gleichung eindeutig bestimmt sein. 
Ist also eine dieser Gleichung Geniige leistende Function « gefunden, so 
wird man sicher sein, dass diese Function ¢ wirklich diejenige 
Belegung reprisentirt, welche unter den gegebenen Umstiinden 
eintritt. 

Aus der Gleichung (11.) ergiebt sich namlich, falls man zqwed 
Lésungen: ¢ und e’ voraussetzt, folgende Formel: | 

Wi= f ea ee iee'(), 


a 


wo W; nur als Abbreviatur dienen soll zur Bezeichnung der linken 
Seite. Hieraus folgt weiter: 


W.= W;=0. 


Und hieraus ergiebt sich, falls man wiederum die Formel (7.) anwendet, 
14a 
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dass die rechte Seite dieser Formel verschwindet. Folglich wird die linke 
Seite derselben ebenfalls verschwinden, mithin W, im Aussenraume des 
Conductors constant sein. Und demgemiiss wird die der Gleichung 


aw. 
a = —4n(e—¢’) 


unterworfene Differenz (¢ — e’) den Werth Null haben. — Q. e. d. 


Schaalenformiger Conductor. — Wirken auf einen ‘solirten schaalen- 
férmigen Conductor, der mit der gegebenen Elektricititsmenge M geladen 
ist, irgend welche Krafte ein, die ihren Sitz theils im Aussenraume, 
theils im innern Hohlrawme des Conductors haben kénnen, so wird nach 
Kintritt des Gleichgewichtszustandes free Hlektricitit nur an den beiden 
Oberfldchen O und Q des Conductors anzutreffen sein, wie sich solches 
aus der frither dargelegten allgemeinen Theorie ohne Weiteres ergiebt. 
Auch wird zur Zeit des Gleichgewichts, wie ebenfalls aus jener Theorie 
folet, das elektrische Gesammtpotential in Bezug auf alle innern Punkte 
des Conductors, d. 1. in Bezug auf alle zwischen O und Q gelegenen 
Punkte, constant sein. Demgemiiss ergeben sich fiir die Dichtigkeiten 
é und 7 der auf O und Q entstehenden elektrischen Belegungen folgende 
Gleichungen: 


(i.) J edo + [ado = M, 
(2.) i 7 


z 


wo G@ eine noch wnbekannte Constante vorstellt. Dabei repriisentirt 7 
jeden beliebigen Punkt des Conductors, d. i. jeden beliebigen Punkt 
zwischen O und 2, und /; das von jenen gegebenen Kriften auf 7 
ausgetibte Potential. Um die Vorstellung zu fixiren, mag O als die 
diussere, mithin Q als die imnere Begrenzungsfliiche des‘ Conductors ge- 
dacht werden. 

Wir legen uns nun die Frage vor, ob ¢, yn, G durch die Gleichungen 
(1.), (2.) eindeutig bestimmt sind. Um hierauf niher einzugehen, 
wollen wir einstweilen annehmen, die Gleichungen (1.), (2.) liessen 
zwei Lésungen zu: ¢, y, G und &, x’, G’, und die Consequenzen ent- 
wickeln, welche aus einer solchen Annahme entspringen. 

Denkt man sich in den Gleichungen (1.), (2.) successive die eine 
und die andere Lésung substituirt, und die so entstehenden Formeln 
von einander subtrahirt, so erhalt man: 


(3.) fe-—)do+ fn —7)do=0, 
(4.) [fares peri eS ue aia) clleks Sag a eto 
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wo das zugefiigte W; nur als Abbreviatur dienen soll fiir die linke 
Seite der Formel. 

Dieses W; repriisentirt alsdann offenbar das Potential der beiden 
Belegungen (e — «’) und (y — 7) auf beliebige Punkte ¢ zwischen O 
und Q. Bezeichnet man*) das Potential der nimlichen beiden Be- 
legungen auf Punkte @ ausserhalb O, und auf Punkte « immerhalb Q 
respective mit W, und W,., so ergeben sich, auf Grund bekannter Sitze 
[vgl. 12.) pg. 173 und (11.) pg. 171], etnerseits die Formeln: 

- W.=W;, wd W.=W;; 


a 


woraus mit Riicksicht auf (4.) entsteht: 
(5.) W.= W.= W;=(6—G)); 


und andererseits auch folgende Formeln: 


dW, ; 
(6.) SA Eat) 

dW, , 
(7.) a ee) 


wo » die dussere Normale von O, und v die dussere Normale von & 
vorstellt [vg]. die Figur]. .- 


Bringt man jetzt die Sitze (.) pg. 207 und (2) pg. 205 respective 
auf die Potentiale W, und W. in Anwendung, so ergiebt sich: 


(8.) 4h ey ar ee) a6 (ag dadydz = Sih Wi ai do, 


iiber den Aussenraum von 0 


*) Es werden hier simmtliche Punkte des unendlichen Raumes in drei Kate- 
gorien gebracht, niimlich eingetheilt in die Punkte a ausserhalb O, ferner in die 
Punkte ¢ zwischen O und &, endlich in die Punkte « innerhalb &. 
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0 IM [Ze 3 + (Gr) + Ge) ] deduce tL Weg ae, 


liber den Innenraum von 


wo wiederum die dussere Normale von O, und v die dussere Nor- 
male von Q bezeichnet. Addirt man aber die beiden Gleichungen (8.) 
und (9.), so wird die xechte Seite der so entstehenden Formel, mit 


Riicksicht auf (5.), (6.), (7.), lauten: 
An (G —G') f(e — &)do+4n(4—G) f (y—)do, 


also nach (3.) gleich Null sein. Folglich ist die linke Seite derselben 
ebenfalls gleich Null. Und hieraus folgt sofort, dass W, im Aussen- 
raume von O, und W, im Innenraume von constant sind; so dass 
also die Gleichungen (6.), (7.) iibergehen in: 


(10.) O=e—e, 
(11.) O=y— 7’. 
Es ergiebt sich also: « =e’ und 7=~y’, und sodann aus (4.): G=@’. 

Unsere anfiangliche Supposition, dass die Gleichungen (1.), (2.) 
zwei Lésungen: «, y, G und ¢&’, y’, G’, besassen, fiihrt also mit Noth- 
wendigkeit zu dem Resultate, dass diese beiden Lisungen unter ein- 
ander identisch sind, dass also jene Gleichungen in Wirklichkeit nur 
eine Lésung besitzen. Also der Satz: 

Drittes Theorem. — Es set gegeben ein schaalenformiger Con- 
ductor mit der dussern Degreneungsfliche O, und der innern Be- 
grenzungsfidche 2. Denkt man sich diesen Conductor isolirt, mit der 
gegebenen Elektricitdtsmenge M geladen, und der Wirkung irgend 
welcher Kriifte ausgesctat, die thren Site theils ausserhalb O, theils 
innerhalb Q haben kinnen, und deren Potential mit EF bezeichnet sein 
mag, so gelten fiir die unbekannten Dichtigkeiten « und y der auf O 
und Q entstehenden elektrischen Belegungen die Gleichungen: 


J edo+ fondo =m, 
Peay as: bi = Const., 


(12.) 


wo die Const. wnbekannt ist, und 7 oe beliebigen Punkt zwischen O 
und 9 vorstellt. 

Durch diese beiden Gleichungen sind « und yn eindeutig bestimmt. 
Sind also wgend zwei Functionen « und ny gefunden, die in Verbindung 
mit agend einer noch zu bestimmenden Const. den beiden Gleichungen 
Geniige leisten, so wird man sicher sein, dass diese Functionen é 
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und n wirklich diejenigen elektrischen Belegungen reprisen- 
tiren, welche wnter den gegebenen Umstinden eintreten. 

Zu diesem Satze kann noch folgender hinzugefiigt werden, der sich 
in ganz ahnlicher Art beweisen lisst: 

Viertes Theorem. — Ist der betrachtete schaalenfirmige Conductor 
nicht isolirt, sondern zur Erde abgeleitet, so ergicbt sich fiir « und 
die Gleichung: 

; z * edo do 
(13.) i Seed a idgall Agr edaeete 


Und durch diese Gleiching sind ¢ und y wiederum eindeutig be- 
stimmt. Sind also irgend ewei diese Gleidung erfiillende Functionen « 
und y gefunden, so wird man sicher sein, dass dieselben wirklich 
diejenigen elektrischen Belegungen reprdsentiren, welche unter 
den gegebenen Umstinden eintreten. 

Die in diesem Paragraph aufgestellten Theoreme sind leicht aus- 
dehnbar auf ein System von beliebig vielen Conductoren; worauf hier 
aber nicht weiter eingegangen werden soll. 


§ 6. 
Hinige Anwendungen der soeben aufgestellten Theoreme. 


Es sei gegeben ein isalirter Conductor, auf den von Aussen her 
keinerlei Kriifte einwirken. Und es mégen diejenigen beiden elektro- 
statischen Probleme betrachtet werden, welche sich ergeben, wenn man 
diesem Conductor einmal die Ladung M, das andere Mal die Ladung J’ 
zuertheilt. 

Die diesen beiden Problemen entsprechenden Gleichungen lauten 
alsdann, nach (10.) pg. 211, folgendermassen: 


4; £00 = Mf, [edo == 1; 


A. (A\) 5 
(A.) a ate == Const., ; a = Const. 


zu 


Reprisentirt nun « diejenige Belegung, welche im ersten Fall 
wirklich eintritt, so wird dieses « den Gleichungen (A.) geniigen. 
Folglich wird der Ausdruck ¢’ = a é den Gleichungen (A.’) Geniige 
leisten. Und hieraus ergiebt sich, auf Grund des ersten Theorems, dass 


dieser Ausdruck 


diejenige Belegung reprisentirt, welche im zweiten Fall wirklich ein- 
tritt; so dass wir also folgenden Satz haben: 
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Proportionalititssatz. — Denkt man sich einen isolirten Conductor, 
auf den von Aussen her keinerlei Krdfte eimwirken, emmal mut der 
Elektricitiitsmenge M, das andere Mal mit der Elektricitiitsmenge M’ ge- 
laden, und die Dichtigkeiten der in diesen beiden Fédillen emtretenden 
Belegungen mit « und & bezecichnet, so werden « und «’ mu durch eimen 
constanten Factor verschieden sein, niimlich der Proportion entsprechen : 
ee MA 

Wir wollen jetzt annehmen, der isolirte Conductor sei der Kin- 
wirkung irgend welcher Kriifte ausgesetzt, deren Potential F’ gegeben 
ist, und diejenigen elektrischen Probleme betrachten, welche sich er- 
geben, wenn man diesem Conductor einmal die Ladung M, das zweite 
Mal die Ladung M’, das dritte Mal die Ladung M” zuertheilt. 

Die diesen drei Problemen entsprechenden Gleichungen lauten, 
nach (10.) pg. 211, folgendermassen: 


fedo=M, frao=M, 
(B.) (B’ hs 
F,+ gf = Const., ) F,+ fuse ==. Const, 
[edo = 


(B”.) a 
BR,e+ iia = Const. 


Sind nun ¢ und & die Dichtigkeiten der in den beiden ersten 
Fallen wirklich eintretenden Belegungen, so werden ¢ und ¢ den 
Gleichungen (B.) und (B.’) Geniige leisten. Hieraus ergeben sich, falls 
man diese Gleichungen mit irgend welchen Constanten k und k’ mul- 
tiplicirt, und addirt, folgende weitere Gleichungen: 


J (he -+Ke)do =kM+ KM, 
b+ E)R + f PPEOe — Const; 


. , =| . . rs . , 
und diese Gleichungen gewinnen, falls man jene Constanten i, k’ den 
beiden Relationen 


kM+khM = M", 
kth =1 
unterwirft, die einfachere Gestalt: 
fhe+¥2)do=M’, 
k heey 
Tek seaman SCout: 


Folglich wird den Gleichungen (B’.) Geniige geleistet, wenn man da- 
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selbst fiir e” den Werth nimmt: he + ke. Und hieraus folgt, auf 
Grund des ersten Theorems, dass dieser Werth 


€é =fketke 
diejenige Belegung reprisentirt, welche im dritten Falle wirklich ein- 
tritt. Also der Satz: 

Kin Satz der Superposition. — Denkt man sich einen isolorten 
Conductor, auf welchen von Aussen her gegebene Kriifte einwirken, ein- 
mal mit der Ladung M, das zweite Mal mit der Ladung M’, das dritte 
Mai mit der Ladung M” versehen, und die Dichtigkeiten der in diesen 
drei Fiillen entstehenden elektrischen Belegungen mit «, 8 und «&” be- 
zeichnet, so werden «, &’ und «” mit eimander verbunden sein durch eine 
Relation von folgender Gestalt: 


e’== he + k's’. 


Und zwar bestimmen sich die hier auftretenden Constanten k und k’ mat- 
telst der beiden Gleichungen: 


M’=kM+hM, 
1=k-+Kh’. 


In thnlicher Weise ergeben sich andere Sitze der Superposition, 
so z. B. folgender: . 


Kin zweiter Satz der Superposition. — Hs sei gegeben ein isolirter 
Conductor, auf den bestimmte gegebene diussere Kriifte, deren Potential 
heissen mag, bald einwirken, bald nicht eimwirken sollen. 

Bezeichnet alsdann « die Dichtigheit, mit welcher sich eme gegebene 
elektrische Ladung M ohne Einwirkung der Krafte I’ auf dem Conductor 
ausbreitet, ferner &° die Dichtigkeit derjenigen elektrischen Belegung, welche 
auf dem Conductor entsteht, wenn derselbe in seinem natiirlichen Zu- 
stande der Einwirkung der Krafte F' ausgeselat wird, — so wird 


isp — € a 6 
die Dichtigkeit derjenigen Belegung sein, welche eintritt, wenn der Con- 
ductor guerst jene Ladung M erhalten hat, wnd sodann der Eimwirkung 
der Krafte F’ ausgesetat wird. 


Sash 
Ueber die elektrische Vertheilung auf dem Ellipsoid. 


Die Wirkung, welche eine von zwei dhnlichen Ellipsoidfldchen O 
und O, begrenzte homogene materielle Schaale auf Punkte ¢ des inneren 
Hohlraumes ausiibt, ist, nach einem bekannten Satze der analytischen 
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Mechanik*), gleich Null, mithin das betreffende Potential constant. Hs 
sei O die imnere, O, die dussere Fliche, und beide Flichen moégen ein- 
ander unendlich nahe legen. Ferner sei M die Masse der Schaale, 
q ihre constante Dichtigkeit, und 0 ihre inconstante (niimlich von Stelle 
zu Stelle variirende) Dicke. Alsdann ist offenbar: 


(ar.) ~gfodo—M, 

die Integration ausgedehnt gedacht tiber alle Elemente do der Flache O. 
Ueberdies wird, zufolge des anfangs genannten Satzes, das Potential 
der Schaale auf alle Punkte 7 innerhalb O constant sein, also die 
Formel stattfinden: 


(B.) q (ee = Const. 


Dies vorangeschickt, wollen wir jetzt unsere Betrachtungsweise 
iindern, indem wir die Ellipsoidfliche O als die Oberfliiche eines ¢so- 
lirten metallischen Conductors uns denken, dem von Hause aus die elek- 
trische Ladung M zuertheilt worden ist, und auf den von Aussen her 
keinerlet Krifte eimwirken. Alsdann ergeben sich fiir die Dichtigkeit ¢ 
der auf diesem Conductor entstehenden elektrischen Belegung die be- 
kannten Gleichungen: 


(y,) fedo=M, 
(0.) Le = Const. 


Diesen Gleichungen (y.), (0.) wird, wie ein Blick auf («.), (6.) zeigt, 
Geniige geleistet, wenn man fiir « den Werth go substituirt. Und 
hieraus folgt, auf Grund des ersten Theorems pg. 211, dass dieser 
Werth 
e== 70 

diejenige elektrische Belegung reprisentirt, welche auf dem betrachteten 
Conductor unter den gegebenen Umstiinden in Wirklichkeit eintreten 
wird. Wir gelangen somit, weil q constant ist, zu folgendem Resultate: 

Satz. — Bezeichnet O die Oberfliche eines isolirten und elektrisch 
geladenen ellipsoidischen Conductors, auf den von <Aussen her 
keinerler Krifte emwirken, und denkt man sich tiberdies eine unendlich 
wemg grossere dhnliche Ellipsoidoberfliche O, constrwirt, so wird die 
auf O entstehende elektrische Belegung stets der Art beschaffen sein, dass 
ire Dichtigkeit « in jedem Punkte der Fliche O direct proportional 
ast mit dem senkrechten Abstande dieses Punktes von der Eliiche O,. 


*) Vgl. z. B. Duhamel’s vortreffliches Lehrbuch der analytischen Mechanik. 
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Dabei mag bemerkt sein, dass man diesem Satze mancherlei andere 
7 : Ales 
Gestalten zuertheilen kann. So z. B. kann man die in Rede stehende 
Dichtigkeit ¢ in irgend einem Punkte o der Fliiche O auch so dar- 


stellen: 
M 
A > 


E> 


[C. Neumann, Pogg. Ann., Band 113, 1861], 


wo M die Gesammtmasse der elektrischen Belegung, A aber den 
Flicheninhalt desjenigen Diametralschnittes des Conductors reprasentirt, 


der parallel liuft zur Tangentialebene im Punkte 0. — Ferner kann 
man dieses ¢ auch so darstellen: 
M . = 
eee in Vabe VRE’ | Paolo Pagi, Nuovo Cim. 1876], 


wo wiederum M die Gesammtmasse der elektrischen Belegung be- 
zeichnet, a, b, ¢ die Halbaxen der Conductoroberfliiche reprisentiren, 
und hf, f’ die Haupthriimmungsradien der Conductoroberfliche im Punkte 0 
vorstellen. 

Ist insbesondere die Conductoroberfliche O ein Rotations-Ellipsoid, 
so kann man die Dichtigkeit ¢ im Punkte o auch so ausdriicken: 


ey [C. Newnann, Math. Ann., Bd. 3, p. 620]; 


4m a V8 Ss” 


é 


wo a den Radius des Aequators, und S, 8’ die beiden Brennstrahlen 
des Punktes 0 vorstellen. Dabei sind, falls das Rotationsellipsoid ein 
abgeplattetes ist, unter den Brennstrahlen des Punktes 0 das Maximum 
und Minimum derjenigen Entfernungen zu verstehen, welche der 
Punkt o von der Peripherie des Brennkreises besitzt. 

Endlich kann man [nach C. Newmann, Math. Ann., Bd.18, pg. 228; 
1881] jene elektrische Belegung, einerlei ob das Ellipsoid ein Rotations- 
ellipsoid oder ein ungleichaxiges ist, auch durch folgenden Satz 
charakterisiren: 

Befindet sich die Elektricitit auf der Oberfliche des Ellipsoids (ohne 
Einwirkung jusserer Krafte) im Gleichgewicht, wid construirt man ugend 
drei diquidistante und das Ellipsoid schneidende Parallelebenen E, F, G 
von ganz beliebiger Richtung, so wird die zwischen E und F’ vorhandene 
Elektricitiitsmenge stets ebenso gross sein, wie diejenige, welche zwischen I 
und G sich vorfindet. 

Ein anderer hierher gehériger Satz wird in einem der weiter 
folgenden Paragraphen (auf pg. 225) exponirt werden. 
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§ 8. 


Ueber die elektrische Vertheilung auf einem Conductor, dessen 
Oberflache die Form einer sogenannten Gleichgewichtsoberflache 
besitzt. 


Es seien im Raume irgend welche Massen M in bestimmter Weise 
gegeben. Das Potential derselben in Bezug auf einen variablen Punkt 
(x, y, 2) mag V heissen. Alsdann reprisentirt die Gleichung 


(1,) V=6 


eine sogenannte Gleichgewichtsoberfliche |vgl. p. 8]. Dabei mag die Con- 
stante C so gewihlt sein, dass alle Massen M innerhalb dieser Gleich- 
gewichtsoberfliche liegen. 

Bezeichnet man nun diese Gleichgewichtsoberflache (1.) mit O, 
ihre dussere Normale mit m, und ihre einzelnen Elemente mit do, so 
gelten foleende Sitze: 

Erster Satz. — Denkt man sich die Fldche O der Art mit Masse 
belegt, dass die Flichendichtigkeit « der Belegung den Werth hat: 

rd Ve 
(2) eee Fr 
so wird die Gesammtmasse dieser Beleguig = M sein, d. h. ebenso gross 
sein, wie der Gesammtbetrag jener das Potential V erzeugenden Massen, 

Zweiter Satz. — Ferner wird alsdann das Potential der genannten 
Belegung auf alle Punkte innerhalb O constant, und zwar = C sein, 
wo C die in (1.) genannte Constante vorstellt. 

Dritter Satz. — Lndlich wird alsdann das Potential der Belegung 
in Bezug auf alle Punkte ausserhalb O identisch sein mit dem Poten- 
tiale V selber. Mit andern Worten: Die in Rede stehende Belegung wird 
fiir all’ gene dusseren Punkte dquipotential sein mit den von Hause 
aus gegebenen Massen M. 

Beweis des ersten Satzes. — V ist das Potential der Massen M, 


und diese Massen M liegen innerhalb der Fliche O. Folglich ist 
[Satz (D.) pg. 202]: 


oY do=— 40M. 
Vv 


Substituirt man aber hier fiir au den aus (2.) entspringenden Werth, 
so folgt: 


(3.) J edo = M. — Q. e. d. sf 
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Beweis des zweiten Satzes. — Wir fiihren, neben dem Potential V, 
noch ein zweites Potential ein: 
(4.) v= +, 
wo £ den Abstand eines variablen Punktes (x, y, 2) von der Masse m 
vorstellen soll. Dabei mag diese Masse m als ein etnzelner Massen- 
punkt gedacht werden, der irgendwo innerhalb O, etwa an der Stelle 
(a, b, c) hegt. Alsdann wird auf diese Potentiale U und V ohne 
Weiteres der Satz (C 6.) pg. 202 anwendbar sein, wodurch sich ergiebt: 
~ aie r + al Y jr, q 
(6) ff (UAV — VAU) dadyde * — f (USS —V 2") ao. 


dn 
iiber den Aussenraum von 0 


Nun liegen die Massen m, M innerhalb O, mithin sind AU und AV 
ausserhalb O iiberall = 0; so dass also die linke Seite der Formel ver- 
schwindet. Beachtet man tiberdies, dass V auf O [zufolge (1.)] con- 
stant, = C ist, so ergiebt sich: 


Jan te We 


oder, falls man fiir U und SY - die aus (4.) und (2.) entspringenden 


Werthe substituirt, und oe. durch m dividirt: 


“# 


ee 
—Anx fia f- aes 


wo alsdann # den Abstand des Elementes do von jenem innern Punkte 


m(a, b, c) vorstellt. Das Integral rechts ist = — 4a, sufolge des 
Satzes (K.) pg. 203. Somit ergiebt sich: 
edo 
Beweis des dritten Satzes. — Wiederum mag neben dem Poten- 
tial V noch das Potential 
™ 


eingefiihrt werden, nur mit dem Unterschiede, dass jetzt die Masse m 
in irgend einem Punkte (a, b, ¢) ausserhalb O gedacht werden soll. 
Auch mag diese Masse m nicht als ein einzelner Massenpunkt, sondern 
vielmehr als eine diusserst kleine homogene Kugel von der Dichtigkeit q¢ 
und vom Volumen @ angesehen werden, deren Centrum in (a, J, ¢) 
liegt; so dass also die Relation pe endes: 


(7a.) mM =O. 
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Alsdann sind U, a ae as ebenso wie V, ——, Ohl ae 
im Aussenraume der Iliiche O tiberall stetig [vg]. pg. 15]; so dass also 
der Anwendung des Satzes (CB.) pg. 202 auf diese Potentiale U und V 
kein Hinderniss entgegen steht*). Auf Grund jenes Satzes ergiebt 


sich die Hormel: 


(3) fff (vav— vav) dedydz = — f (US — V7") ao, 


liber den Aussenraum yon 0 


d. i. die Formel: 


9) —f{f VaU dzdyde =— f (US —V Z) ao, 


tiber den Aussenraum von 0 


denn AV ist offenbar im Aussenraume von O iiberall — 0. 


Nun reprisentirt U das Potential der kleinen homogenen Kugel: 
m==q@. Demgemiss ist AU, abgesehen vom Volumen @, im Aussen- 
raume von O tiberall = 0, innerhalb jenes Volumens @ aber = —4a2q 
[vgl. (7.) p. 17]. Und demgemiss reducirt sich die linke Seite der 


Formel (9.) auf 
Ang [ff Vdadydz, 
@ 


die Integration ausgedehnt gedacht itiber alle Elemente dzdydz des 
Volumens @. Da dieses Volumen @ ausserordentlich klein sein soll, 
so kann man V in EHrstreckung von @ als constant betrachten, also 
als gleich gross betrachten mit demjenigen Werthe V (a, b, c), den V 
im Centrum (a, b, c) des Volumens @ hat. Demgemiiss ist die linke 


Seite der Formel (9.) auch so darstellbar: 
Aq V (a, b, ¢) seep dadydz. 


Dieser Ausdruck aber ist, weil das hier auftretende Integral den Werth @ 
hat, identisch mit: 
Anqa@ V (a, b,c), 


also, nach (7a.), identisch mit 


4am V (a, b, ¢); 


*) Hin solches Hinderniss wiirde vorhanden sein, wenn man die Masse m 

schlechtwee als einen einzelnen in (a, 0, c) vorhandenen Massen-Pumkt ansehen 
U 

wollte. Denn alsdann wiirden U, ae te ee in diesem Punkte (a, b,c), der 


zum Aussenraume der Fliche O gehért, wnendlich, also unstetig sein. Folglich wiirde 
alsdann jener Satz (Cf.) auf diesen Aussenraum nicht anwendbar sein. 
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so dass also die Formel (9.) folgende einfachere Gestalt gewinnt: 


. av UN 
(10.) 4nm V(a,b,c)= — f (US — V2) ao. 
Beachtet man nun, dass V auf O constant, =C ist, und sub- 


stituirt man iiberdies fiir a und U die aus (2.) und (7.) entspringen- 


den Werthe, und dividirt man endlich noch durch m, so geht die 
Formel (10.) tiber in: 


1 
nen i d — 
Cas 4x V (a, b,c) = Am f au E.G ae do, 


wo alsdann # den Abstand des Punktes (a, b, ¢) vom Elemente do 
vorstellt. Hier aber ist das letzte Integral = 0; zufolge des Satzes (E.) 
pg. 203. Somit folgt: 


(12.) V(ahd—=fi@.—Qad. 


Weitere Betrachtungen. — Die elektrostatische Bedeutung der soeben 
bewiesenen Siitze liegt klar zu Tage. Zufolge der beiden ersten Siitze 
wird niimlich den beiden Gleichungen 


f sdo=M, 
(13.) : | 
= == Const. 


Geniige geleistet durch den Ausdruck: 

1d. Ve 
(14) See Te ed 
Und hieraus folet, auf Grund des ersten Theorems pg. 211, dass dieser 
Ausdruck (14.) diejenige elektrische Belegung reprisentirt, welche auf 
einem isolirten und von der Fliche O umgrenzten Conductor eintreten 
wird, sobald derselbe isolirt und mit der elektrischen Ladung M ver- 
sehen ist. 

Dieses Resultat lisst sich noch ein wenig verallgemeinern, mit 
Hiilfe des Proportionalitiitssatzes pg. 216. Giebt man niimlich dem 
genannten Conductor, statt der Ladung M, irgend welche andere 
Ladung M’, und bezeichnet man die Dichtigkeit der in diesem Falle 
eintretenden elektrischen Belegung mit «’, so ist nach jenem Satze: 


(15.) Saag ell ell 
also mit Riicksicht auf (14.): 

, M's MW dV 
(16.) TM Tae an 


Demgemiiss gelangt man zu folgendem Resultate: 
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Satz. — Es sei V das von irgend welchen festen Massen M her- 
rviihvende Potential, mithin 
(A.) V=C 


eime der betreffenden Gleichgewichtsoberflichen. Und zwar ser die 
Constante C so gewdhlt, dass jene Massen M vollstindig innerhalb dieser 
Gleichgewichtsoberliiche Viegen. 

Denkt man sich nun diese Gleichgewichtsoberfliche V = C als die 
Oberfliche eines isolirten metallischen Conductors, dem von Hause 
aus die elektrische Ladung M’ zuertheilt ist, und auf den von Aussen 
her keinerlei Krajfte cinwirken, und bezeichnet man die elektrische Dichtig- 
keit der unter diesen Umstinden auf dem Conductor entstehenden  elck- 
trischen Belegung mit «’, so wird dieses «° den Werth haben: 


ees a 
(B.) 6 ales ane 


wo n die dussere Normale der Conductoroberfliche vorstellt. 

Zusatz. — Hieraus folgt, dass diese Dichtigkeit «’ geometrisch 
darstellbar ist. Bezeichnet nimlich C, eme von C nur unendlich wenig 
verschiedene Constante, und denkt man sich, ausser der Fldche V = C, 
auch noch die benachbarte Gleichgewichtsoberfliche V = C, construirt, und 
den (inconstanten) senkrechten Abstand dieser beiden Fldchen von ein- 
ander mit 0 bezeichnet, so wird gene Dichtigheit «° umgekehrt propor- 
tional mit 0 sein. 

Beweis des Zusatzes. — Um die Vorstellung zu fixiren, wollen 
wir uns die Constante C,, die unendlich wenig von C' verschieden sein 
soll, so gewihlt denken, dass die Fliche V = C oder O von der Fliache 
V =C, oder O, wmschlossen wird. Errichten wir nun auf O in irgend 
einem Punkte o die aiussere Normale , und bezeichnen wir den Punkt, 
in welchem O, von » getroffen wird, mit 0,, so kann das Linien- 
element 6 = (00,) angesehen werden als das erste Element dm der Nor- 
male ”. Die Werthe, welche V in den beiden Endpunkten 0 und 0, 
dieses Klementes besitzt, sind offenbar C und C,. Folglich hat der 
dem dn correspondirende Zuwachs von V den Werth: 


dV=C, —C. 
Demgemiiss erhilt man: 


AVM COR een 
du 60, elon 


oa 


Substituirt man aber diesen Werth von eee in der Formel (B.), so 


sieht man, dass e’ wmgekehrt proportional ist mit 0. — Q. e. d. 
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Anwendung auf das Ellipsoid. — Wir haben frither [pg. 217] eine 
von zwei dhnlichen Ellipsoidjlichen begrenzte homogene materielle Schaale 
in Betracht gezogen, und erwiihnt, dass die Wirkung dieser Schaale 
auf Punkte ihres innern Hohlrawmes stets = 0 ist. Andererseits lisst 
sich die Wirkung einer solchen Schaale auf Punkte ihres Aussenraumes 
ziemlich leicht berechnen. Und hierbei gelangt man, namentlich in 
dem Falle, dass die Schaale wnendlich diinn ist, zu sehr einfachen und 
anschaulichen Resultaten. So z. B. findet man, dass in diesem Falle 
die Gleichgewichtsoberjflichen (d. i. die Flichen constanten Potentials) 
lauter Ellipsoidfldchen sind, und zwar Ellipsoidfliichen, die mit der ge- 
gebenen unendlich diimnen Schaale confocal sind*). 

Ist umgekehrt ein beliebiges System confocaler Ellipsoidflichen ge- 
geben, und bezeichnet man irgend eine bestimmte derselben mit , 
ferner eine zu Q dhnliche und von Q nur wnendlich wenig verschiedene 
Hllipsoidfliche mit Q’, so werden alle ausserhalb Q befindlichen Flichen 
des gegebenen confocalen Systems angesehen werden kénnen als ein 
System von Gleichgewichtsoberflichen, bei denen die erzeugenden Massen 
reprasentirt sind durch eine von Q und  begrenzte homogene mate- 
rielle Schaale. Nimmt man also insbesondere fiir Q die kleimste Flache 
des gegebenen confocalen Systems, d. i. die sogenannte Jocalellipse 
oder vielmehr die von dieser Focalellipse umgrenzte ebene Fliache, so 
gelangt man zu folgendem Satze: 

Hilfssatz. — Hin System confocaler Ellipsoidflichen kann stets 
aufgefasst werden als em System von Gleichgewichtsoberflichen, bei 
denen die erzeugenden Massen dargestellt sind durch eine gewisse materielle 
Belegung der von der Focalellipse begrenzten ebenen F lache**). 

Auf ein solches System confocaler Ellipsoidflichen ist daher der 
vorhin [pg. 224] gefundene Satz, sowie auch der dortige Zusatz ohne 
Weiteres: anwendbar. In solcher Weise gelangt man zu folgendem 
Resultate: 

Satz. — Bezeichnet O die Oberfldche eimes isolirten und elektrisch 
geladenen ellipsoidischen Conductors, auf welchen von Aussen her 
keinerlet Krafte einwirken, und denkt man sich diberdies eine wnendlich 
wemg grossere confocale Ellpsordfliche O, construirt, so wird die auf 
O entstehende elektrische Vertheilung stets der Art beschaffen sem, dass 
ihre Dichtigheit in jedem Punkte der Fiche O umgekehrt proportional 
ist mit dem senkrechten Abstande 0 dieses Punktes von der Fliche O,. 


*) Vel. z. B. Duhamel’s Lehrbuch der analytischen Mechanik. 

**) Besteht das gegebene confocale System aus abgeplatteten Rotations- 
ellipsoiden, so ist die Focalellipse ein Kreis. Besteht dasselbe aber aus gestreckten 
Rotationsellipsoiden, so wird jene Focalellipse eine begrenzte gerade Linie sein. 

F, Neumann, Vorl. iib. das Potential. 15 
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Dieser Satz bildet ein merkwiirdiges Gegenstiick zu dem frtiheren 
Satze pg. 218. Wihrend dort dimliche Ellipsoidflichen und directe Pro- 
portionalitiit auftreten, ist hier von confocalen Fliichen und wmgekehrter 
Proportionalitiit die Rede. 


eng: 


Ueber die elektrische Vertheilung auf einem schaalenformigen 
Conductor. 


Es sei irgend ein isolirter schaalenformiger Conductor gegeben, 
dessen inmere und dussere Begrenzungsfliiche respective 2 und O heissen 
mogen. Ferner seien in dem Aussenrawme dieses Conductors (d. i. 
ausserhalb O) irgend welche feste elektrische Massen M* vorhanden‘). 
Es soll die Vertheilung untersucht werden, welche eine dem Conductor 
mitgetheilte Hlektricitiitsmenge M unter dem Einflusse jener festen 
Massen M* annehmen wird+7). 

Nach Hintritt des Gleichgewichtszustandes wird das elektrische 
Gesammtpotential V fiir alle Punkte 7 des Conductors, d. i. fiir alle 
zwischen 2 und O liegenden Punkte constant sein. Demgemiiss ergiebt 
sich die Formel: 

(1.) V; = Const. = G, 

wo V; theils von der Einwirkung jener festen Massen M*, theils von 
den auf 2 und O vorhandenen noch unbekannten elektrischen Be- 
legungen herriihrt. Bezeichnet man die Dichtigkeiten dieser noch un- 
bekannten Belegungen auf Q und O respective mit » und «, ferner den 
Werth des Potentials V fiir irgend einen Punkt « innerhalb Q mit 
Vz, so ist bekanntlich [vgl. pg. 174]: 


ye = 


N 


4 dV, 
Se ne dv — 
Dabei reprisentirt » die diussere Normale der Fliche Q, und » den im 


Fusspunkte derselben vorhandenen Werth der Dichtigkeit [vgl. die 


+) Man kann sich z. B. im Aussenraume des Conductors irgend welche durch 
Reiben elektrisch gemachte Isolatoren aufgestellt denken, und unter jenen festen 
elektrischen Massen M* diejenigen Elektricitiiten verstehen, welche in diesen Iso- 
latoren angehiiuft sind. 

tt) Wir werden dabei die zum Conductor gehérigen, also zwischen Q und O 
liegenden Punkte (ebenso wie friiher) mit 7 bezeichnen; andererseits aber die nicht 
zum Conductor gehérigen theils mit «, theils mit @ benennen. Und zwar sollen 
unter @ diejenigen verstanden sein, welche innerhalb Q liegen, und unter a die- 
jenigen, welche ausserhalb O sich befinden. Vel. die Figur. 
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folgende Figur]. Diese beiden Gleichungen sind, mit Riicksicht auf 
die Formel (1.), auch so darstellbar: 


(2.) V.. = Const. = (Eps 
av. 
EO 


ue 


V.. reprisentirt ein Potential, dessen erzeugende Massen [M* und 
(e), (q)] theils ausserhalb Q, theils auf Q liegen. Da nun dieses Po- 
tential, nach (2.), auf 2 constant, =G ist, so wird dasselbe diesen 
nimlichen constanten Werth G auch besitzen im ganzen Innenraume 
von Q; wie sich solches aus dem dritten Satze pg. 206 sofort ergiebt. 
Fiir alle Punkte « des Innenraumes von Q wird also die Formel statt- 
finden: 


(4.) a= Vonsti=='G, 
Solches constatirt, folgt aus (3.) sofort: 
(5.) iO, 


so dass man also auf Grund der Formeln (5.) und (1.), (4.) zu folgen- 
dem Satze gelangt: 

Erster Satz. — Ist ein csolirter und elektrisch geladener schaalen- 
formiger Conductor der Einwirkung wgend welcher elektrischer Massen 
M* ausgesetat, die im Aussenraume des Conductors aufgestellt sind, so 
wird nach Eintritt des Gleichgewichiszustandes freie Elektricitit nur auf’ 
der dussern, nicht aber auf der innern Oberjliche des Conductors an- 
zutreffen sein. Auch wird das elektrische Gesammtpotential im Con- 
ductor selbst und im innern Hohlraume desselben tiberall ein und 
denselben constanten Werth G haben. Es wird mithin die Wirkung auf 


Punkte im innern Hohlrawne stets = 0 sein. 
15* 
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Zusatz. — Dieser Satz gilt [wie sich in genau derselben Weise 
ergiebt] auch dann, wenn der Conductor zur Erde abgeleitet ist, nur 
mit dem Unterschiede, dass in diesem Falle die Constante G gleich 
Null ist. 

Wir gehen tiber zur Betrachtung des Falles, dass die eimwirken- 
den Massen M* nicht im Aussenraume des Conductors, sondern in 
seinem innern Hohlraume (d. i. innerhalb &) aufgestellt sind. 

Wiederum wird, nach EHintritt des Gleichgewichtszustandes, das 
elektrische Gesammtpotential V fiir alle Punkte 7 zwischen Q und O 
constant sein: 


ele V; = Const. = G. 


Beachtet man, dass dieses elektrische Gesammtpotential V theils von 
jenen Massen J/*, theils von den noch unbekannten auf O und Q ent- 
stehenden elektrischen Belegungen herriihrt, und bezeichnet man die 
Dichtigkeiten dieser Belegungen respective mit ¢ und y, so ergeben 
sich [vgl. pg. 174] die Formeln: 


Aa A 
dV 
a 
aan dn ? 


d. i. Formeln, die man mit Riicksicht auf (1.) auch so schreiben kann: 


(2.) V, = Const. = G, 
av, 
(3.) —Ane = ere ; 


dabei bezeichnet » die diussere Normale von O, und « die Dichtigkeit 
im fusspunkte derselben. 

Ist nun, wie wir fortan voraussetzen wollen, der Conductor zur 
Firde abgeleitet, so ist bekanntlich [vgl. den dritten Satz pg. 159] G0; 
so dass die Gleichungen (1.), (2.) iibergehen in: 
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(4.) V;=0, 


(5.) Ve=0. 


VY, repriisentirt ein Potential, dessen erzeugende Massen [(e), (1) 
und M*] theils auf, theils innerhalb O liegen. Da nun dieses Potential, 
nach (5.), auf O iiberall =O ist, so wird dasselbe auch ausser- 
halb O tberall = 0 sein; wie solches aus dem fiinften Satze pg. 207 
sich sofort ergiebt. Fiir alle Punkte @ des Aussenraumes von O wird 
also die Formel stattiinden: 


(6.) Va eo O. 
Solches constatirt, folgt aus (3.) sofort: 
(7.) é=0; 


so dass man also zu folgendem Resultate gelangt: 

Zweiter Satz. — Ist ein zur Erde abgeleiteter schaalen- 
firmiger Conductor der Eimwirkung wgend welcher elektrischer Massen 
M* ausgesetzt, die im innern Hohlraume des Conductors aufgestellt 
sind, so wird nach Eintritt des Gleichgewichtszustandes freie Elektricitit 
nur auf der innern, nicht aber auf der dussern Oberfldche des Con- 
ductors anzutreffen sein. Auch wird das elektrische Gesammtpotential im 
Conductor selbst und in seinem Aussenraume allenthalben = 0 
sein. Folglich wird die Wirkung auf wgend emen Punkt im Aussen- 
raume ebenfalls =O sein. 

Ueberdies ist zw bemerken, dass die Gesammtmasse der an der innern 
Oberjliche entstehenden elektrischen Belegung stets = — M* sem wird. 

Um den letzten Theil dieses Satzes zu beweisen, construire man 
irgend eine den Conductor umschliessende Kugelfliche S, vom Radius 
R, und bezeichne die einzelnen Hlemente derselben mit ds. Bezeichnet 
man alsdann das elektrische Gesammtpotential (nach wie vor) mit V, 
so wird der Ausdruck 

etal Reto, 

dk 

gleich sein der Summe all’ derjenigen Massen, von denen das Potential 
V herriihrt; wie solches aus dem Satze (D.) pg. 202 ohne Weiteres 
sich ergiebt. Diese Massen sind theils durch M*, theils durch (y), 
theils durch () dargestellt; so dass also die in Rede stehende Glei- 
chung folgendermassen lautet: 

m* + fedot+.fndo=— + f Toads. 

Beachtet man nun, dass die Kugelfliche S mit all’ ihren Klementen ds 
dem Aussenraume des Conductors angehort, und dass in diesem Aussen- 
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raume das Potential V tiberall = 0 ist [vgl. (6.)], so ergiebt sich 
sofort, dass das Integral rechter Hand verschwindet. Ueberdies ist 
é=0, zufolge (7.). Demgemiiss erhalt man: 


M*+ [ndo=0.— Qed. 


Aufgabe. — Wir wollen uns endlich die Aufgabe stellen, die- 
jenigen elektrischen Belégungen (yj) und (¢) zu untersuchen, welche 
auf dem betrachteten schaalenformigen Conductor entstehen werden, 
wenn derselbe isolivt und mit einer gegebenen Iilektricititsmenge M ge- 
laden ist, und wenn derselbe iiberdies der Hinwirkung jener festen 
elektrischen Massen M* ausgesetzt ist, die im innern Hohlraume 
des Conductors yon uns supponirt worden sind, und deren Potential 
F’* heissen mag. 

Die aus dem dritten Theorem pg. 214 fiir die Dichtigkeiten 4 und 
é jener Belegungen entspringenden Gleichungen 


el + fedo=M, 
ee ae = Const. 


kénnen dadurch erfiillt werden, as man » und « folgenden gesonderten 
Bedingungen unterwirft: 


(1.) 


[ndo = — M*, fedo=M+ M*, 
(2.) (3.) 
Fe +f 70, J £0? = Const; 


und diese gesonderten Bedingungen (2.) und (8.) sind einer genaueren 
Inspection zu unterziehen. 

Die Gleichungen (2.) haben, fiir sich allein betrachtet, eine ein- 
fache physikalische Bedeutung mit Bezug auf einen gewissen fingirten 
Fall. Denkt man sich niimlich den Conductor fiir den Augenblick 
nicht isolirt, sondern zur Erde abgeleitet, so entsteht, zufolge des vor- 
hergehenden Satzes, auf der iiusseren Oberfliiche O gar keine elektrische 
Belegung, und auf der innern Oberfliiche Q eine Belegung, deren 
Dichtigkeit » den Gleichungen (2.) Geniige leistet. 

Andererseits sind die Gleichungen (3.) ebenfalls von einfacher 
physikalischer Bedeutung mit Bezug auf einen gewissen andern fingirten 
Fall. Denkt man sich niimlich die gegebene Fliche O als die Ober- 
fliche eines massiven}) Conductors, der ésolirt, mit der Elektricitiits- 
menge (M-+ M*) geladen, und keinerlei iusseren Hinwirkungen aus- 
gesetzt ist, so wird auf der Oberflaiche O dieses Conductors eine 


+) Ein Conductor mag massiv heissen, sobald derselbe keinen inneren Hohl- 
raum besitzt. 
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elektrische Belegung eintreten, deren Dichtigkeit « den Gleichungen 
(3.) Gentige leistet. 

Demgemiiss sind also die in diesen beiden fingirten Fuillen ent- 
stehenden Dichtigkeiten 4 und ¢ von solcher Beschaffenheit, dass sie 
den Gleichungen (2.), (3.), mithin auch den Gleichungen (1.) Geniige 
leisten. Aus dem Erfiilltsein der Gleichungen (1.) folgt aber, mittelst 
des dritten Theorems pg. 214, sofort, dass 7 und « diejenigen Dichtig- 
keiten vorstellen, welche in dem eigentlich gegebenen Falle wirklich 
eintreten werden; so dass wir also, unter Riicksichtnahme auf die in 


(2.), (8.) notirten Relationen 
“43 ydo = — M*, fedoe M+ M*, 


zu foleendem Satze gelangen: 

Dritter Satz. — Wird ein isolirter und mit der elektrischen Ladung 
MM versehener schaalenfirmiger Conductor der Einwirkung irgend welcher 
festen elektrischen Massen M* ausgesetet, und nimmt man an, dass all 
diese Massen M* im innern Hohlraume des Conductors enthalten sind, 
so werden auf der innern und Gussern Conductoroberfliche elektrische Be- 
legungen entstehen, deren Massen respective = — M* und=M-+ M®* sind. 

Auch wird die Belegung der innern Fiche genau dieselbe sein, als 
wire der Conductor nicht isolirt, sondern zur Erde abgeleitet. 

Andererseits wird die Belegung der diussern Fliche von genau der- 
selben Beschaffenheit sein, als wire diese Fliche die Oberfliche eines tso- 
lirten und mit der Elektricititsmenge M + M* geladenen massiven 
Conductors, auf den von Aussen her keinerlec Krifte einwirken. 

Das Problem der elektrischen Vertheilung auf emem schaalen- 
formigen Conductor wird durch diesen Satz, wenigstens in dem Falle, 
dass die einwirkenden Krifte ihren Sitz im innern Hohlraume des 
Conductors haben, auf zwei andere Probleme reducirt, deren jedes nur 
je emme Oberfliche betrifft. 


§ 10. 


Zwei sehr allgemeine Sdtze tiber die Substitution neuer Massen an 
Stelle urspringlich gegebener Massen. 


An Stelle einer gegebenen homogenen materiellen Kugelschaale 
kann bekanntlich ein einzelner Massenpunkt im Centrum der Schaale 
substituirt werden, ohne dass dadurch die Wirkung auf iussere Punkte 
irgend welche Aenderung erleidet. Aehnliche aber bei Weitem all- 
gemeinere Siitze tiber die Substitution von Massen ergeben sich aus der 
Theorie der Hlektrostatik, 
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Um niiher hierauf einzugehen, wollen wir uns einen zur Erde ab- 
geleiteten metallischen Conductor denken, auf den von Aussen her feste 
elektrische Massen M* eimwirken. Alsdann erhalten wir [vgl. pg. 211] 
fiir die Dichtigkeit « der auf der Conductoroberfliiche O entstehenden 
elektrischen Belegung die Formel: 


Fe + f=, 


wo @ jeden beliebigen Punkt innerhalb O, und J’;* das von jenen 
Massen M* auf ¢ ausgeiibte Potential bezeichnet. 
Diese Formel aber kénnen wir auch so schreiben: 
(—2)do 


Fe =f —2°; 


und demgemiiss erkennen wir, dass die Massen M/™* fiir alle Punkte ¢ 
innerhalb O dquipotential sind mit einer auf O ausgebreiteten Massen- 
belegung von der Dichtigkeit — « Also der Satz: 

Erster Satz. — Sind ausserhalb einer geschlossenen F liche O 
irgend welche Massen M* in bestimmter Weise gegeben, so wird sich die 
Fldche O stets in solcher Art mit Masse belegen lassen, dass diese Be- 
legung, fiir alle innerhalb O befindlichen Punkte, mit jenen Massen M* 
dquipotential ist. 

Mit andern Worten: An Stelle der Massen M* kann, unbeschadet 
der Wirkung auf Pinkte innerhalb O, eine gewisse materielle Belegung 
der E'ldche O substituirt werden. 

Wir gehen iiber zu einer analogen, in gewissem Sinne wmgekehrten 
Betrachtung, indem wir jetzt Massen M* betrachten wollen, die nicht 
ausserhalb, sondern innerhalb einer gegebenen geschlossenen Fliche 
sich befinden. 

Hs sei gegeben ein zu Erde abgeleiteter, schaalenformiger Conductor, 
mit der inern Begrenzungsfliche Q und der dussern Begrenzungsfliche 
O. Und auf diesen Conductor migen feste elektrische Massen M* ein- 
wirken, die innerhalb Q, d. i. im innern Hohlraume gelegen sind. 
Alsdann ergiebt sich fiir die Dichtigkeiten 4 und « der auf Q und O 
entstehenden elektrischen Belegungen folgende Formel [vgl. pg. 215]: 


wo 7 jeden beliebigen Punkt zwischen Q2 und O, und F* das von jenen 
Massen JZ* auf ¢ ausgeiibte Potential bezeichnet. Dabei soll das hinzu- 
gefiigte V; nur als Abbreviatur dienen zur Bezeichnung der linken 
Seite der Formel; so dass also dieses V; das auf den Punkt 7 aus- 
getibte elektrische Gesammtpotential reprasentirt. 
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Gleichzeitig wird, falls man unter a irgend einen Punkt im Aussen- 
raume des Conductors, d. i. irgend einen ausserhalb O gelegenen Punkt 
versteht}), das auf einen solchen Punkt a@ ausgeiibte elektrische Ge- 
sammtpotential V, den Werth haben: 


: da edo 
aoe) a 
a a 


Nun ist auf Grund des letzten Paragraphs, nimlich auf Grund des 
zweiten Satzes pg. 229, zweierlei zu bemerken: erstens, dass « durch- 
weg = 0 ist, und zwetens, dass V, ebenfalls =O ist. Demgemiss 
ergiebt sich aus den vorstehenden beiden Formeln sofort: 


Fe f=, 


oder, was dasselbe ist: 


Diese beiden Formeln sagen aus, dass die Massen M* in Bezug auf 
simmtliche Punkte 2, a dquipotential sind mit einer auf Q ausgebreiteten 
Massenbelegung von der Dichtigkeit — , und fiihren daher zu folgen- 
dem Satze: 

Zweiter Satz. — Sind innerhalb einer geschlossenen Fldche Q 
irgend welche Massen M* in bestimmter Weise gegeben, so wird sich. die 
Fliache Q stets in solcher Art mit Masse belegen lassen, dass diese Be- 
legung, fiir alle ausserhalb Q befindlichen Punkte, mit jenen Massen M* 
aquipotential ist. 

Mit andern Worten: An Stelle der Massen M* kann, unbeschadet 
der Wirkung auf Punkte ausserhalb 2, eine gewisse materielle Belegung 
der Fldche Q substituirt werden. 


+) Vgl. die zweite Note auf pg. 226. 


Zehutes Capitel. 


Die charakteristische Function fiir die Aufgaben der elektrischen Ver- 
theilung und fiir die Aufgaben des stationiren Temperaturzustandes. 


Im gegenwirtigen Capitel wird gezeigt werden, dass die Probleme 
der elektrischen Vertheilung in einem gegebenen Conductor zuriick- 
fithrbar sind auf die Ermittelung einer gewissen diesen Problemen 
eigenthiimlich zugehérigen Function U, — wie solches bereits von 
Green in seiner beriihmten Abhandlung vom Jahre 1828: ,.An Essay 
on the Application of mathematical Analysis to the Theories of Electricity 
and Magnetism“ ausgefiihrt worden ist*). Sodann soll gezeigt werden, 
dass diese Function U, welche kurzweg die charakteristische Func- 
tion der betreffenden Probleme genannt werden mag, von gleicher 
Wichtigkeit auch ist fiir gewisse Aufgaben des stationdren Temperatur- 
zustandes im einem homogenen Korper. 

In tusserlicher Beziehung sei noch Folgendes bemerkt: Die elek- 
trisch geladenen Isolatoren, tiberhaupt die festen elektrischen Massen, 
unter deren Hinwirkung das elektrische Gleichgewicht in einem ge- 
gebenen Conductor zu Stande kommt, werden von uns kurzweg die 
imducirenden Ursachen, und die von denselben herriihrenden Kriifte 
die wnducirenden Krdfte genannt werden. Und demgemiiss werden wir 
z B. die elektrische Belegung, welche auf der Oberfliiche des Con- 
ductors unter der Hinwirkung eines gegebenen elektrischen Massen- 
punktes m entsteht, als die durch diesen Punkt inducirte Belegung be- 
zeichnen. Der Buchstabe V wird im gegenwiirtigen Capitel nicht mehr 
fiir das elektrische Gesammtpotential, sondern in anderer Bedeutung 
gebraucht werden. 


*) Jene Green’sche Abhandlung befindet sich in The mathematical Papers of 
G. Green. London. 1871; auch im Crelle’schen Journal, Bd. 47, 


Die charakteristische Function fiir Elektricitit und Wiarme. O35 


So. 


Ueber die elektrische Vertheilung auf der Oberfliche eines 
gegebenen Conductors. 


Kin isolirter und elektrisch geladener Conductor sei der Einwir- 
kung fusserer Krifte exponirt, deren Potential F’ gegeben ist. Wir 
stellen uns die Aufgabe, die Dichtigkeit 7 der unter diesen Umstiinden 
auf der Conductoroberfliche entstehenden elektrischen Belegung niher zu 
bestimmen. Und zwar werden wir diese Aufgabe einem gewissen all- 
gememen Problem subordiniren, und sodann dieses letztere auf ein ein- 
facheres Problem, niimlich auf die Ermittelung der charakteristischen 
Function U reduciren. 

Versteht man unter 7 jeden beliebigen Punkt dmnerhalb des Con- 
ductors, so gilt fiir die unbekannte Dichtigkeit » [nach dem ersten 
Theorem, pg. 211] folgende Formel: 


Fi, + Const. ; 


eine Formel, die man auch so schreiben kann: 
F, + V; = Const., 

oder auch so: 
(a.) Ve—= (Const:) — £7, 
wo alsdann V; das von jener unbekannten Belegung (y) auf den Punkt 
@ ausgeiibte Potential vorstellt. 

Bezeichnet man ferner das Potential der némlichen Belegung auf 
Punkte a ausserhalb des Conductors mit V,, so gelten [vgl. (12.) pg. 173 
und (11.) pg. 171] die Relationen: 


(B.) | eed ep 
av. 4aV, 
(7) A ee eae a 


wo v die iussere Normale der Conductoroberfliche vorstellt. 

Da F gegeben ist, so kann man aus (a.) die Werthe von V; er- 
halten, bis auf eine additive Constante; und sodann aus (8.) die Ober- 
flichenwerthe von V, erhalten. Sollte es nun in irgend welcher Weise 
gelingen, auf Grund dieser Oberfliichenwerthe von V,, auch die débrigen 
Werthe von V, zu finden, so wiirde man alsdann, mittelst der Formel 
(y.), die gesuchte Dichtigkeit 4 sofort anzugeben im Stande sein. Von 
hier aus betrachtet, werden wir also zu sagen haben, dass der eigent- 
liche Kern der Aufgabe in der Berechnung des Potentials V,, bestehe, 
dass mithin die Aufgabe reducirt werden kénne auf folgendes 
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Allgemeines Problem: Auf der Oberfliche 2 des Conductors ist eine 
unbekannte elektrische Belegung ausgebreitet. Die Dichtighkeit derselben 
ist mut n, und thr Potential auf dussere Punkte mit V, bezeichnet. 

Dieses Potential V, ist in bestimmter Weise gegeben fiir diejenigen 
Punkte a, welche unmittelbar auf Q liegen. Es handelt sich darum, das- 
selbe zu ermitteln fiir simmtliche Punkte a des ganzen Aussenraumes 
von QQ. 

Bemerkung. Dieses Problem kann nur eine Lésung besitzen. Gesetzt 

nimlich, es existirten zwei Lisungen: V, und V,’, so wiirde die Differenz 
W,=¥,— Ve 

ebenfalls das Potential einer auf 2 ausgebreiteten Belegung sein, und zu- 

gleich die Higenschaft besitzen, auf Q tiberall zu verschwinden. Demgemiass 


wiirde der allgemeine Satz (€.) pg. 207 auf dieses Potential W ohne Wei- 
teres anwendbar sein, und die Formel liefern: 


SET GY Gey (2 eaaau sane 


iiber den Aussenraum von 


Hieraus aber witirde folgen, dass W im Aussenraume von 82 constant ist; 
und dieser constante Werth kénnte, weil W auf 2 verschwindet, kein anderer 
als die Null sein. Somit wiirde sich also ergeben, dass die Differenz 


gs — Va <_ Va 


fiir jedweden Punkt a jenes Aussenraumes gleich Null ist. — Q. e. d. 


Um das in Rede stehende allgemeine Problem in Angriff zu 
nehmen, wollen wir — als Mittel zum Zweck — zuvoérderst ein etwas 
eimfacheres Problem in Betracht ziehen, nimlich diejenige elektrische Be- 
legung ins Auge fassen, welche auf dem gegebenen Conductor ent- 
stehen wiirde, falls derselbe zur Erde abgeleitet wiire, und falls auf ihn 
von Aussen her ein elektrischer Massenpunkt m(a, b,c) einwirkte. Fiir 
die Dichtigkeit ¢ dieser Belegung ergiebt sich [vgl. das zweite Theorem 
pg. 211] die Formel: 


(1.) mM arte ihe edo 


wo @ wiederum jeden ion Punkt tnerhalb des Conductors vor- 
stellt, und wo R; und H; die Abstiinde dieses Punktes i von m(a, b, ¢) 
und von ede andeuten. Bezeichnet man das Potential des Punktes m 
mit U™, ferner das Potential der Belegung («) mit U® 


a Ae ce 


und die Summe dieser beiden Potentiale mit U: 


U=U™ + Ve, 
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so kann man die Formel (1.) auch so schreiben: 
(2.) U;, = UM + UO =0. 
Dabei sind in Betreff des Gesammtpotentials U zwei Relationen 


anzuftihren, die unmittelbar aus friiher gefundenen Siitzen sich ergeben. 
Die eme derselben lautet [vgl. (18.) pg. 174]: 


eS gree a ° m(abe) 
% oe ES U;, 
also mit Riicksicht auf (2.): 
mc) U, = 9; 
wihrend die andere [vgl. (19.) pg. 174] folgendermassen lautet: 
dU, 
(4.) ee 


wo v die diussere Normale von & vorstellt. 

Solehes vorangeschickt, gehen wir tiber zum eigentlichen Kern 
unserer Betrachtung, nimlich zur Darlegung des gegenseitigen Zusammen- 
hanges der beiden Probleme, d. i. zur Darlegung derjenigen Beziehung, 
die zwischen den beiden Potentialen V und U stattfindet. 

Dabei wollen wir [ihnlich wie in einem friiheren Falle, pg. 221] 
die Masse m(a,6,c¢) nicht als einen einzelnen Massenpunkt, sondern 
als eine ausserordentlich kleine homogene Kugel von der Dichtigkeit gq, 
vom Volumen @ und mit dem Centrum (a, b,c) uns vorstellen. Als- 
dann wird das von den beiden Massen m und (e) herriihrende Poten- 
tial U von soleher Beschaffenheit sein, dass 

oU OU, ou 


a a a 
Ua, Oa’ Oy? 08 


im Aussenraume von  viberall stetig sind. Gleiches gilt offenbar 


auch von 
0 ips 0 Lae 0 ie 


pan oy Pee 
denn V repriisentirt das Potential einer auf 2 ausgebreiteten Belegung 


(y). Demgemiss subordiniren sich U, und V, der allgemeinen Formel 


(CB) pg. 202: 


6) ff{fwar— VaU)dedyde = — f (U5 Vi a) deo. 


iiber den Aussenraum von 


he 


Dabei ist, der Ktirze willen, auf der linken Seite der Index a fort- 
gelassen; wodurch offenbar kein Missverstiindniss entstehen kann. Unter 
‘vy ist wiederum [ebenso wie in (4.)] die dussere Normale von Q zu ver- 
stehen. 
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Diese Formel (5.) ist, mit Riicksicht auf den zwischen U, U™, U® 


stattfindenden Zusammenhang: 
U= Um) +- os 


und mit Riicksicht darauf, dass U [vgl. (3.)] auf der Flache 2  ver- 
schwindet, auch so darstellbar: 


Ise : dU, 
6) {fav — vau™ — VAaU®)dedyde = f Vaz! do, 
itber den Ausgenraum von $2 
und kann daher, weil die von den Belegungen (¢) und (y) herriihren- 
den Potentiale U® und V im Aussenraume von & den Gleichungen 
AU“ =0 und AV =O entsprechen, auch so geschrieben werden: 


(7. — fff Vaumdadyde = f Vi ee do. 


itber den Aussenraum von $2 


Der hier auf der linken Seite stehende Ausdruck ist, weil das Volumen 
@ der Kugel m(a, b,c) ausserordentlich klein sein soll, successive in 
folgende Gestalten versetzbar [vgl. die véllig identischen Betrachtungen 
auf pg. 222): 


sag fff Vdadydz = 4nqV (a, b, ayy. dxdydz 


= 42qo@ V(a, b,c) = 4am V(a, b,c); 
so dass also die Formel (7.) tibergeht in: 
TT 
(8.) 4amV (a,b,c) =f Va ~* do. 


ly 


Hieraus folgt, falls man, was ohne Zweideutigkeit geschehen darf, bei 
V, den Index a unterdriickt*): 


1 va 
(9.) V(a, b,c) =z — J V = do, 


4mm 


*) Hs ist bekanntlich [vgl. (12.) pg. 173]: 

Op — ON und Vi, = Vie. 

Demgemiss ist es einerlei, ob man an der Oberfliiche von V, oder von V, spricht. 
Hingegen ist [vgl. (11.) pg. 171]: 


EL ey ee (ey en bie See ee, 
a5) as me, und a a 47. 


ie . dU 
Demgemiiss ist z. B. bei ae der Index a oder 7 durchaus erforderlich, und, ohne 


Missverstiindniss, nicht unterdriickbar. 
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Diese Formel repriisentirt den hier aufzudeckenden gegenseitigen Zu- 
sammenhang zwischen V und U. Sie ist tibrigens mit Riicksicht auf 
die Relation (4.) auch so darstellbar: 


(10.) V(a, b,c) = —+ [ Vedo; 


” 
so dass man also, Alles zusammengefasst, zu folgendem Resultate 
gelangt: 

Reduction des allgemeinen Problems auf die Ermittelung der charak- 
teristischen Function U. — Soll das allgemeine Problem (pg. 236) gelist 
werden, so denke man sich den gegebenen Conductor zur Erde abgeleitet, 
und begerchne die Dichtigkeit derjenigen elektrischen Belegung, welche unter 
diesen Umstinden durch irgend einen dussern elektrischen Massen- 
punkt m(a,b,c) auf der Conductoroberfliche Q inducirt werden wiirde, 
mit «. Alsdann wird das m jenem allgememen Problem gesuchte Poten- 
tial V im Punkte (a,b, ¢) den Werth besitzen: 


(11.) V(a, b,c) =— > f Veda. 
Durch dieses Integral, m welchem, abgesehen von den gegebenen Ober- 
jldichenwerthen des Potentials V, nur noch « enthalten ist, wird die Lisung 
genes allgemeinen Problems reducirt auf die Ermittelung von «. 

Setzt man iibrigens 
(12.) U = UM + Ue, 
wo U™ und U® diejenigen Potentiale sem sollen, welche vom Massen- 
punkte m(a,b,c) und von der Belegung () auf einen variablen Punkt 
(x, y, 2) ausgeiibt werden, so kann man die Formel (11.) auch so schreiben: 


1 dU, 
(13.) V(a,b, 0) =~ f V —* do, 


wo v die dussere Normale von Q vorstellt. 

Demgemiiss kann man von jenem allgemeinen Problem (pg. 236) nach 
Belieben sagen: dasselbe sei reducirt auf die Ermittelung von «, oder auch: 
es set reducirt auf die Ermittelung von Uz. 

Diese Function U,, welche nur von geometrischen Verhiltnissen 
abhiingt, welche nimlich vollstindig bestimmt ist, sobald die Ober- 
fliiche Q, und daneben noch die Lage des Massenpunktes m/(a, 6, ¢) ge- 
geben sind, mag kurzweg die charakteristische Function des in Rede 
stehenden Problems genannt werden; wobei allerdings einzuraumen ist, 
dass U,“) und « selber auf einen solehen Namen gleiches Anrecht haben 
wiirden. Die Einfiihrung dieser Functionen U,, U,, ¢ riihrt von Green 
her. [Vgl. die auf pg. 234 citirte Green’sche Abhandlung.| 
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Bien. 
Anwendung der dargelegten Theorie auf die Kugel. 


Die Dichtigkeit ¢ der auf einem zur Erde abgeleiteten Conductor 
durch einen ijiussern elektrischen Massenpunkt m(a, b, ¢) inducirten 
Belegung ist fiir den Fall, dass der Conductor eine Kugel ist, ohne 
Weiteres angebbar auf Grund unserer friiheren Untersuchungen.  Fiir 
diesen Fall hat niimlich e den Werth [vgl. (29.) pg. 186]: 


(14.) axe ee (25e 


Dabei bezeichnet R den Abstand derjenigen Stelle, auf welche « sich 
bezieht, vom Punkte m, wihrend 7 den Centralabstand des Punktes m, 
und A den Kugelradius vorstellen. Auch haben wir damals [in (28.) 
pg. 185] gefunden, dass die Gesammtmasse JJ der Belegung (e) den 
Werth hat: 


(15.) Ws ee 


: 

Auf die Formel (14.) gestiitzt, kénnen wir dem Satze (11.), speciell 
fiir die Kugel, folgende Gestalt geben: 

Satz. — Ist V das Potential wgend einer unbekannten auf der 
Kugel ausgebreiteten Massenbelegung, und sind die Oberflachenwerthe 
von V gegeben, so kann der Werth von V in irgend einem dussern 
Punkte (a, b,c) sofort berechnet werden mittelst der Formel: 


2 AX (7 Vd 
(16.) Va, b, C) =o : 4n A — c 


Dabei bezeichnet R die Entfernungen der einzelnen Oberfliichenelemente dw 
vom Punkte (a,b,c), ferner r den Centralabstand dieses Punktes (a, b, e), 
und A den Kugelradius. 


§ 3. 
Beilaufige Bemerkungen. 

Bezeichnet man diejenige Belegung, deren Dichtigkeit = — é¢ ist, 
kurzweg mit (— «), und das von derselben ausgetibte Potential mit 
UC*), so kann man die Formel (2.) 

UM + US =0, 
offenbar auch so schreiben: 


Ce) = Tan 
oder auch so: 


U9) = Uo, 
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D. h. die Belegung (— «) und der Punkt m sind unter einander dqui- 
potential mit Bezug auf scémmtliche Punkte i. Demgemiiss gelangt 
man z. B., was speciell die Kugel betrifft, auf Grund der Formel (14.), 
und indem man E fiir — ¢ schreibt, zu folgendem 

Satz. — Ausserhalb der Kugel sei ein Massenpunkt m gegeben, und 
auf der Kugeloberfliche sei eine materielle Belegung ausgebreitet, deren 
Dichtigheit E der Formel entspricht: 


7 ae eel?) 1.\8 
ue) She 40 A (=) ? 


wo R die Entfernung desjenigen Kugelflichenpunktes, auf welchen E Bezug 
hat, vom Punkte m bezeichnet, wihrend r den Centralabstand dieses Punktes 
“m, und A den Kugelradius vorstellen sollen. 

Alsdann wird diese Belegung (E) mit dem Massenpunkte m dqui- 
potential sem in Bezug auf stimmtliche Punkte + innerhalb der 
Kugelfidche. 

Dieser Satz ist leicht auf die Hbene, d. i. auf den Fall A = oo 
iibertragbar. — Um die Vorstellung zu fixiren, sei w der tiefste, o der 
hichste Punkt der gegebenen Kugelfliiche, und der Massenpunkt m 
vertical iiber 0 gelegen [vg]. die Figur]. Alsdann ist offenbar (7? — A’) 
identisch mit dem Quadrat der von m aus an die Kugel gelegten Tan- 
gente, folglich 

y? — A? = (mo)(mu), my 
oder, falls man (mo) = 6 setzt: 
ry? — A? —=6(6 + 24); 
so dass die Forme] (17.) tibergeht in: 
ws) EEG HAY : 
Laisst man nun den Kugelradius A in der Weise unendlich 


werden, dass der Punkt 0 wnverriickt bleibt, w hingegen ins 
Unendliche hinabsinkt, so geht die Formel (18.) iiber in: 


moe {1 \3 
eee. E = 3e (z) 3 
wihrend gleichzeitig die Kugelfliche in die durch 0 gehende Horizontal- 
ebene sich verwandelt. Also der 


Satz. — Oberhalb einer gegebenen Horizontalebene befinde sich 
ein Massenpunkt m, und die Horizontalebene sei He 
mit einer materiellen Belegung versehen, deren Dich- j\ 
tigkeit E der Formel entspricht: on - 

mo {1 \8 mo 1 z 
Qo) E= i (g) a Gaze)» eee 


F. Neumann, Vorl. iib. das Potential. 16 
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wo R den Abstand derjenigen Stelle, auf welche E Bezug hat, vom Punkte 
m bezeichnet, wiihrend 6 und @ die aus vorhergehender Figur ersichtlichen 
Bedeutungen haben sollen. 

Alsdann wird diese Belegung (E) mit dem Massenpunkte m dqut- 
potential sein in Beaug auf stimmtliche Punkte wnterhalb der Hori- 
zontalebene. *. 


§ 4. 
Ueber den stationiren Temperaturzustand eines homogenen Korpers. 


Fiir die Bewegung der Wiirme in einem homogenen unkrystalli- 
nischen Kérper gilt bekanntlich die Differentialgleichung: 


OV OV o?V CD dV 
(a.) 0x” lz oy* ai eee = te wipe 2 


wo V die Temperatur vorstellt, wihrend C, D, K gegebene Constanten be- 
zeichnen: C die specifische Wirme des gegebenen Kérpers, K seine 
innere Leitungsfihigkeit, und D seine Dichtigkeit. — Diese Differential- 
gleichung, durch welche die Temperatur V als Function der rechtwink- 
ligen Coordinaten 2, y, 2 und der Zeit ¢ sich bestimmt, nimmt fiir den 
Fall des stationdren Temperaturzustandes die einfachere Gestalt an*): 


eV ages B21 
(6.) a So agit sans =, oder AV=0O. 


Wir wollen nun die Temperatur V im Innern des gegebenen 
Kérpers zu ermitteln suchen, unter der Voraussetzung, dass die Zeit 
des stationiren Zustandes bereits eingetreten ist, und unter der ferneren 
Voraussetzung, dass die Temperatur an der Oberjldche des Kérpers 


allenthalben durch Beobachtung ermittelt sei. Diese Aufgabe kann, 


: V V 1V : Nae, 2 : 
weil V, - ; o : 2 zur Zeit des stationiiren Zustandes im Innern 


des Kérpers tiberall stetig sem werden, folgendermassen formulirt werden: 
Eis soll eme Function V = V(x, y, 2) gefunden werden, welche im 
Innern des gegebenen Kérpers den Bedingungen entspricht: 


OV OV OV ; 
(y.) SC ea Teer stetig, AV=O, 


und welche gleichzeitig an der Oberflache des Korpers vorgeschriebene 
Werthe besitat. 


*) Zur Zeit des stationdren Zustandes wird niimlich (wie aus dem Begriff 
dieses Zustandes unmittelbar folgt) die Temperatur V nur von den Coordinaten 
x,y, 2, nicht aber von der Zeit t abhiingen. Und demgemiiss wird also die rechte 
Seite der Formel (a.) fiir den stationdren Zustand gleich Null werden. 
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Jene Bedingungen (y.) fiir das Innere des Kérpers werden aber 
stets erfiillt sein, wenn man fiir V das Potential irgend welcher Massen 
nimmt, die ausserhalb des Kérpers liegen. Ebenso werden jene Be- 
dingungen auch dann erfiillt sein, wenn man fiir V das Potential irgend 
einer auf der Kérperoberjliche ausgebreiteten Massenbelegung nimmt. 
Demgemiiss wird die in Rede stehende Aufgabe gelist sein, sobald es 
gelingen sollte, folaendes Problem zu lésen. 

Allgemeines Problem. —- Man denke sich auf der gegebenen ge- 
schlossenen Fliche Q irgend eine materielle Belegung von unbekannter 
Dichtigkeit » ausgebreitet, und das Potential dieser unbekannten Belegung 
auf Punkte « innerhalb Q mit V; bezeichiet. 

Dieses Potential V; soll fiir diejenigen Punkte i, welche wrmittelbar 
auf 2 liegen, in bestimmter Weise gegeben sein. Es handelt sich darwm, 
dasselbe fiir stimmtliche Punkte « des ganzen Innenraumes von Q Zu 
berechnen. 

Bemerkung. — Dieses Problem besitzt nur eine Liésung; wie sich solches 
leicht zeigen laisst mittelst des Satzes (2f.) pg. 205. Die bei diesem Beweise 
einzuschlagende Methode ist genau dieselbe wie die friiher, in der Bemerkung 
pg. 236, benutzte. 

Wir wollen dieses Problem, dessen Analogie mit dem friiheren 
Probleme p. 236 klar zu Tage liegt, in ahnlicher Art wie jenes zu 
behandeln suchen, nimlich dasselbe zu reduciren versuchen auf ein 
neues und einfacheres Problem. 

Zu diesem Zwecke denke man sich einen schaalenformigen Con- 
ductor, der die gegebene Fliche Q zur mmneren Begrenzungsfliche hat, 
und dusserlich von einer beliebigen andern Fliche O (z. B. von einer 
Kugelfliche) begrenzt ist. Dieser Conductor sei zur Erde abgelectet, 
und der Wirkung eines einzelnen elektrischen Massenpunktes m aus- 
gesetzt, der irgendwo im imnern Hohlraume des Conductors sich befindet. 
Jenes neue Problem soll darin bestehen, die elektrischen Belegungen 
za bestimmen, welche unter so bewandten Umstiinden auf den beiden 
Oberflichen 2 und O des Conductors entstehen werden. 

Die Dichtigkeit der Belegung der dussern Oberfliche wird be- 
kanntlich [wie aus dem zweiten Satze p. 229 folgt] tiberall — 0 sein. 
Und die Dichtigkeit « der Belegung der imnern Fliche 2 bestimmt sich 
[wie ebenfalls aus jenem Satze folgt| mittelst der Formel: 


(1) U.= 4 f 28" 0, 


wo unter a stimmtliche Punkte des Aussenraumes von Q zu verstehen 
sind, sowohl diejenigen, welche zwischen 2 und O, als auch diejenigen, 


welche ausserhalb O liegen [vgl. den schon citirten zweiten Satz 
16* 
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p- 229]. Dabei bezeichnen R, und FH, die Abstinde eines solchen 
Punktes a@ vom Massenpunkte m(a, 6, c) und vom Element eda. 

Das der Formel (1.) beigefiigte U, soll nur Abbreviatur sein fiir 
die linke Seite der Formel; so dass also dieses U das von den beiden 
Massen m und (e) herriihrende Potential reprisentirt. Bezeichnet man 
die Potentiale jener beiden Massen, einzeln genommen, mit U™ und 
U, so kann man die Formel (1.) auch so schreiben: 


(2.) U, = US) + US =0. 


Dabei sei in Betreff des Potentials U an zwei Relationen erinnert, 
die aus friiheren allgemeinen Satzen sich sofort ergeben. Die eine 
derselben lautet [vgl. (18.) pg. 174]: 


Ui = Ui, 


also mit Riticksicht auf (1.) oder (2.): (ee ‘a 
(3.) U; = 0; y; / emabe) ! 
und die andere lautet [vgl. (19.) pg.174]: | | 

aa \\ °7 “a ; ae 


d t ees ie 
(4,) a = Ane, tae 


wo v die dussere Normale von & vor- 

stellt; vgl. diebeistehende Figur. Mit Bezug auf diese Figur, in welcher 
die dussere Oberfliche O des schaalenformigen Conductors nur punktirt 
angedeutet ist, sei von Neuem bemerkt, dass bei der gegenwirtigen 
Betrachtung unter a sdmmtliche Punkte des Aussenraumes von Q zu 
verstehen sind, einerlei ob sie zwischen 8 und O, oder ausserhalb O 
liegen. Andererseits sind unter 7 sdmmtliche Punkte des Innenraumes 
von zu verstehen. 

Dies vorangeschickt, gehen wir iiber zum eigentlichen Kern unserer 
Betrachtung, namlich zur Aufdeckung des gegenseitigen Zusammenhanges 
der beiden Probleme, der darin bestehen wird, dass eine etwaige Lésung 
des neuen Problems sofort auch die Lésung des wrspriinglichen Problems 
nach sich zieht. 

Betrachten wir den Punkt m(a, 6, c) wiederum als eine dusserst 
kleone homogene Kugel mit dem Centrum (a, b, c), so sind 

aU, aU, aU, 
” O02? Oy? Ge? 

dV, “OV, eV, 
On, Oey POR 


(f) 
Vi, 


wm Innenraume der Fldche Q iiberall stetig. Denn das Potential U riihrt 
her von jener kleinen Kugel m und yon der auf Q ausgebreiteten Be- 
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legung (e); und das Potential V stammt her von der ebenfalls auf Q 
zu denkenden Belegung (7). 

Da nun diese Gréssen (f.) innerhalb Q stetig sind, so subordiniren 
sich die Potentiale U und V ohne Weiteres der allgemeinen Formel (A.) 
pg. 198: 


Ts aac, Se a mB et Le aU, 
fad, (val VAU) dvdyds = J Co Vig) do, 
itber den Innenraum von $2 
wo v [ebenso wie in (4.)] die dussere Normale von Q vorstellt. Diese 
Formel (5.) ist, mit Riicksicht auf die Relation: 
hioses UM + US, 
und mit Riicksicht darauf, dass U [vgl. (3.)] auf der Flache Q ver- 
schwindet, auch so darstellbar: 
: cya) = “4 d U; 
(6.) SAS (vav— VAU™ — VAU®) dadyde = — ie V; 4, do 
iiber den Innenraum yon £2 


- und kann daher, weil die von den Belegungen (¢) und () herriihrenden 
Potentiale U® und V im Innenraume von & den Gleichungen A U) = 0 
und AV = 0 entsprechen, auch so geschrieben werden: 


7.) eae VAU™ dadydz = — Dg Au Ui 


iiber den Innenraum von Q 


Der hier auf der linken Seite stehende Ausdruck reducirt sich aber 
[mittelst der Betrachtungen pg. 222] auf 


4am V (a, b, ¢); 


so dass also die Formel (7.) die Gestalt gewinnt: 


| fyi 
(8.) 4am V (a, b,¢-) =— J Viz, do 


Hieraus folgt, falls man rechter Hand bei V; den Index 7 fortlisst: 


1 aU; 
(9.) V(a, b, C) => — wl Va, do. 


Diese Formel aber liisst den gegenseitigen Zusammenhang zwischen V und U 
deutlich zu Tage treten. Dieselbe ist mit Riicksicht auf (4.) auch so 
darstellbar: 


(10.) V (a,b,c) =— > f Vedo; 


so dass wir also, Alles zusammengefasst, zu folgendem Satze gelangen: 

Reduction des allgemeinen Problems auf die Ermittelung der charak- 
teristischen Function U. — Soll das allgemeine Problem (pg. 243) gelist 
werden, so betrachte man die gegebene Fliche Q als die innere Oberflache 
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eines zur Erde abgeleiteten schaalenfirmigen Conductors, und be- 
zeichne die Dichtigkeit derjenigen elektrischen Belegung, welche unter diesen 
Umstiinden auf der Eliiche Q durch irgend einen innerhalb 2 gelegenen 
elektrischen Massenpunkt m (a, b, e) inducirt werden wiirde*), mit e. Als- 
dann wird das in jenem allgemeinen Problem gesuchte Potential V im 
Punkte (a, b,c) den Werth haben: 

er ie! 

(lls) V (a, b,c) = — — | Vedo. 


Ua, 
Durch dieses Integral, in welchem, abgesehen von den gegebenen Ober- 
flichenwerthen des Potentials V, nur noch «¢ enthalten ist, wird die Lisung 
jenes allgemeinen Problems reducirt auf die Ermittelung von é. 
Setet man tibrigens: 
(12.) U = U™ + Ue, 


wo UM und U® die vom Massenpunkte m(a, b,c) und von der Belegung 
(e) auf einen variablen Punkt (a, y, 2) ausgeiibten Potentiale sein sollen, 
so kann man die Formel (11.) auch so schreiben: 


1 aT) Us 
(13.) Vio) ee 


wo v die dussere Normale von Q bezeichnet. 

Demgemiss mag diese Function U; bezeichnet werden als die 
charakteristische Function jenes allgemeinen Problems (pg. 243); 
wobei allerdings zu bemerken ist, dass U‘) und auch « selber auf 
einen solechen Namen gleiches Anrecht haben wiirden. 

Hrinnern wir uns nachtraglich an die urspriingliche physikalische 
Bedeutung von V, nimlich an die Art und Weise, wie wir (pg. 242) 
zur Aufstellung des in Rede stehenden allgemeinen Problemes gelangt 
sind, so kénnen wir offenbar den durch die Formel (11.) ausgesprochenen 
Satz auch so ausdriicken: 


Satz uber den stationdren Temperaturzustand. — Befindet sich ein 
homogener Korper wm stationdren Temperaturzustande, und ist die Tem- 
peratur V des Korpers an allen Stellen seiner Oberflache Q bekannt, 
so wird seine Temperatur in wgend einem innern Punkte (a, b,c) eben- 
falls angebbar, naimlich von folgendem Werthe sein: 


(14,) V(a,b,0.)=—f Vida, 
die Integration ausgedehnt gedacht tiber alle Elemente da der Oberfliche Q. 


*) Die Dichtigkeit derjenigen elektrischen Belegung, welche gleichzeitig auf 
der dussern Begrenzungsfliiche dieses schaalenférmigen Conductors inducirt werden 
wtirde, ist bekanntlich = 0. Vgl. den zweiten Satz pg. 229. 
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Will man dabei Rechenschaft haben tiber die Bedeutung des Factors 


a? 32 denke man sich die Fliiche Q als die innere Begrenaungs- 


fldche eines gur Erde abgeleiteten schaalenformigen Conductors. Als- 
dann ist unter « die Dichtigkeit derjenigen eclektrischen Belegung zu ver- 
stehen, welche unter so bewandten Umstiinden auf Q inducirt wird mf) 
durch eimen in (a, b, e) gelegenen Massenpunkt m. Dabei kann der Be- 
trag m deeser Masse ad libitum fixirt, 2. B. = 1 oder =5 sein. 

Wird die Oberfldche eines Kérpers an allen Stellen in ein und der- 
selben constanten Temperatur, z. B. in der Temperatur 1 erhalten, so 
wird offenbar, nach Hintritt des stationiiren Zustandes, die Temperatur 
in seinem Innern ebenfalls tiberall = 1 sein. Demgemiiss muss das 
durch die Formel (14.) bestimmte V (a, 0, c) den Werth 1 annehmen, 
sobald man daselbst die rechter Hand unter dem Integral stehenden 
Oberfldchentemperaturen V sammtlich zu 1 macht. D. h. es muss die 
Gleichung stattfinden: 


d. i. die Gleichung: 
(15.) J edo = — mM. 


Diese Gleichung (15.) kann iibrigens sofort auch abgelesen werden 
aus der vor wenig Augenblicken angegebenen elektrostatischen Bedeutung 
von ¢, auf Grund eines frither tiber schaalenformige Conductoren er- 
haltenen Satzes [zweiter Satz pg. 229]. 

Wir sind also hier durch eine héchst einfache Betrachtung tiber 
den stationdren Temperaturzustand zuriickgelangt zu einem schon frtiher 
gefundenen elektrostatischen Satze; und wir sehen also an diesem Bei- 
spiele, wie die einzelnen Disciplinen der Physik mit einander in enger 
Beziehung stehen, der Art, dass man Sitze, die in der emmen Disciplin 
auf ziemlich complicirtem Wege sich ergeben, zuweilen mit Hiilfe einer 
ganz andern Disciplin durch unmittelbare Anschauung erhalten kann. 


§ 5. 
Anwendung auf die Kugel. 
Die in (11.) und (14.), (15.) auftretende Dichtigkeit ¢ ist fir den 
Fall, dass der gegebene Kérper eine Kugel ist, leicht zu berechnen, 


unter Anwendung einer Methode, die véllig parallel lauft mit einer 
schon friiher im achten Capitel (p. 177—181) benutzten Methode, 


*) Vgl. die Note pg. 246. 
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Man gelangt in solcher Weise, was den Werth jener Dichtigkeit « 
betrifft, zu folgendem Resultate: 

Man denke sich einen zur Erde abgeleciteten schaalenformigen 
Conductor, der innerlich von einer Kugelfldche 2, dwsserlich aber 
von irgend welcher andern EFliéche O begrenzt wird, auf deren Gestalt 
es nicht weiter ankommt. Versteht man alsdann unter € die Dichtigkert 
derjenigen elektrischen Belegung, welche auf der Kugelflache Q inducirt 
wird durch irgend einen innerhalb Q gelegenen elektrischen Massenpunkt 
m, so wid = den Werth haben*): 

m(A* — 77) (1 \% 
(16.) e=—— ee (i) ? 
wo R die Entfernung der betrachteten Stelle (auf welche « sich bezieht) 
vom Punkte m vorstellt. Dabei ist unter A der Radius der Kugelfliche , 
und unter r der Abstand des Punktes m vom Centrum dieser Fldche zu 
verstehen. 

Lasst man A unendlich gross werden, so gelangt man, auf Grund 
der Formel (16.), zuriick zu einem schon friiher [in (20.) pg. 241] fiir 
die wnendliche Ebene gefundenem Satze. 

Blickt man ferner zuriick auf den Satz (14.) iiber den stationiren 
Temperaturzustand emes homogenen Korpers, so gelangt man, unter 
Anwendung der Formel (16.), fiir den Specialfall der Kugel zu folgen- 
dem Satze: : 

Ueber den stationaren Temperaturzustand einer homogenen Kugel. 
Befindet sich eine homogene Kugel im stationdren Temperaturzustande, 
und ist die Temperatur V der Kugel an allen Stellen ihrer Oberfldche Q 
bekannt, so wird thre Temperatur in irgend einem innern Punkte 
(a, b, ce) ebenfalls angebbar, nimlich von folgendem Werthe sein: 

ees 
(17.) ¥@to SS" free 
Mier bezerchnet RK den Abstand des Elementes dw vom Punkte (a, b, ©), 
ferner A den Kugelradius, und r den Centralabstand des Punktes (a, b, c). 


§ 6. 
Ueber den stationiren Temperaturzustand eines schaalenférmigen 


homogenen Korpers. 


Ks handelt sich darum, die Temperatur V eines von irgend zwei 
Flichen Q und Q” begrenzten schaalenformigen homogenen Kérpers 
zu finden, fiir den Fall, dass derselbe sich im stationdren Zustande be- 


*) Die Dichtigkeit der auf der dusserm Oberfliche O entstehenden Belegung 
ist bekanntlich = 0. Vgl. den zweiten Satz pg. 229. 
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findet, und dass seine Oberflichentemperaturen bekanné sind. Mit andern 
Worten: Es handelé sich darum, eine Function V = V (a, y, 2) eu finden, 
welche im Innern des Korpers, d. i. zwischen X und QW” den Bedingungen 
entspricht: 

ee. = SCL ee : 
Ue ies ey? ae stetig , AVi==0), 


und welche tiberdies an den beiden Oberflachen Q und Q” des Kérpers 
vorgeschriebene Werthe besitzt. 

Diese Aufgabe aber wird offenbar gelést sein, sobald es gelingen 
sollte, folgendes Problem zu lésen: ae 

Allgemeines Problem. — Man denke sich auf’ den gegebenen Eldchen 
Q and Q” irgend zwei materielle Belegungen von ganze unbekannten 
Dichtigkeiten n° und x" ausgebreitet, und das Potential dieser unbekannten 
Belegungen in Bezug auf die zwischen % und 2 liegenden Punkte i 
mit V; bezeichnet. 

Dieses Potential V; soli fiir diejenigen Punkte i, welche unmattelbar 
auf Y oder ” liegen, in bestimmter Weise gegeben sein. Es handelt 
sich darum, dasselbe fiir simmtliche Punkte i zwischen Q’ und Q” zu 
berechnen. 


Bemerkung. — Dass dieses Problem immer nur eine Loésung besitzen 
kann, lisst sich in abnlicher Art wie friiher [vgl. die Bemerkung pg. 236] 
leicht nachweisen. 7 


Dieses Problem ist, ebenso wie das vorhin (pg. 243) besprochene, 
auf ein einfaches elektrostatisches Problem reducirbar. Man setze fest, 
dass 2’ innerhalb Q” liege, und construire tiberdies noch zwei weitere 
geschlossene Flichen O’ und O”, der Art, dass O’ innerhalb 2’, und Q” 
innerhalb O” liegt. Sodann denke man sich zwei zur Lrde abgeleitete 
schaalenformige Conductoren. Der eine sei begrenzt von O' und Q’, 
der andere von 2” und O”. Alsdann besteht jenes elektrostatische 
Problem in der Ermittelung derjenigen elektrischen Belegungen, welche 
auf 0’, 2’, 2” und O” entstehen werden unter der Kinwirkung irgend 
eines zwischen QY und Q” aufgestellten elektrischen Massenpunktes m (a, ,c). 

Die Dichtigkeiten der auf O’ und O” entstehenden Belegungen sind 
bekanntlich tiberall =O [erster und zweiter Satz pg. 227, 228 u. 229]. 
Was ferner die Dichtigkeiten «’ und ¢” derjenigen beiden Belegungen 
betrifft, welche auf Q’ und 2” entstehen, so muss das ¢elelitrische Ge- 
sammtpotential — dasselbe mag U heissen — constant, und zwar = 0) 
sein fiir alle Punkte des einen, und ebenso auch fiir alle Punkte des 
andern Conductors. Mit andern Worten: Es muss dieses Potential 
U =0 sein fiir alle Punkte zwischen O’ und Q’, und ebenso auch fiir 
alle Punkte zwischen 2” und O”. Ja man kann [auf Grund der 
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soeben citirten beiden Satze] noch hinzufiigen, dass dasselbe auch = 0 
sein muss fiir alle Punkte innerhalb O' und ebenso fiir alle Punkte 
ausserhalb O”. Demgemiiss erhilt man die Formeln: 

(1.) Uy == 0 nd U7 ==), 

wo a’ jedweden Punkt innerhalb 2’ und a” jedweden Punkt ausser- 
halb 2” reprasentirt. Jene Dichtigkeiten «’ und é” miissen also der 
Art beschaffen sein, dass diesen beiden Bedingungen (1.) entsprochen 
wird. Dabei ist zu beachten, dass das in diesen Bedingungen auf- 
tretende elektrische Gesammtpotential U den Werth hat: 


(2.) C= UM) + Veo+ ge, 

d. i, den Werth: 

(3.) U= 7+ Ue) + Ue, 

wo TIO) me, und U®) und U") diejenigen Potentiale vorstellen, 


welche vom Massenpunkte m(a, b, c) und jenen Belegungen (e’) und 
(e”), einzeln genommen, herriihren. 

Bezeichnet man die Oberfldchenwerthe des Gesammtpotentials U, 
ebenso wie friiher, durch horizontale Ueberstreichung, und zwar durch 


\ 


J2 Ww 
a ia v 
Se? , 
a 
/ | = 
[ om (bc) 
\ \ °a” 
\ N e7 
\ fe See ae a ” 


emen oder durch zwei horizontale Striche, jenachdem die Flaiche Q’ 
oder 2” gemeint sein soll, und bezeichnet man tiberdies*) simmtliche 
Punkte zwischen Q’ und Q” mit 7, so ist [vgl. (18.) pg. 174]: 


U;= Uz wid U; = Uy, 
also mit Riicksicht auf (1.): 


(4.) U;=0 und U;=0. 


*) Bei dieser Bezeichnungsweise zerfallen also simmtliche Punkte des ganzen 
unendlichen Raumes in drei Kategorien, niimlich die Punkte a’ innerhalb Q’, ferner 
in die Punkte ¢ zwischen 2’ und 2”, endlich in die Punkte a” ausserhalb Q”. 
Vel. die Figur. 
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Ferner ist alsdann [vgl. (19.) pg. 174]: 


~ d aU, aU, J; aa 
(32) —- = —4me’ und Pea ait a 


dv’ 


wo v und v” die fiusseren Normalen der Fliichen Q’ und Q” vor- 
stellen [vgl. die Figur]. 

Betrachtet man nun den Massenpunkt m(a, b,c) als eine fusserst 
kleine homogene Kugel mit dem Centrum (a, b, c), so subordiniren sich 
das Potential U; und das in dem allgemeinen Problem gesuchte Po- 
tential V; der Formel (B.) pg. 199: 


(6) JJ (vav— VAU) dedyde = + A aig Vicot) de” 


Iu aV, you 
= Cae 55 ie Vi = alae 


Mier ist linker Hand AV = 0, weil V von gewissen (noch unbekann- 
ten) auf 2° und Q” ausgebreiteten Belegungen (y’) und (7”) herriihrt. 
Ferner ist das linker Hand stehende AU, zufolge (2.), = AU™. Ferner 
ist, was die rechte Seite betrifft, U; auf Q’ und auf 2” tiberall = 0; 
wie aus (4.) ersichtlich. Demgemiiss reducirt sich die Formel auf: 


(7.) — SSS vac dndyd2=+J V5, a al or Tae 


iiber den Raum zwischen YY und come 


iiber den Raum zwischen Q’ und 82” 


Jetzt erkennt man leicht [vgl. die, Betrachtungen auf pg. 222], dass 
die linke Seite dieser Formel — 4am V(a, b,c) ist. Demgemiss ge- 
langt man, unter Riicksichtnahme auf die Relationen (5.), zu folgen- 
dem Resultate: 


(8.) m V (a, b,c) = — ip Ve'do’ — qi Ve"da". 


Das in dieser Formel (8.) enthaltene Resultat kann mit Riicksicht 
darauf, dass die Dicken der beiden schaalenformigen Conductoren ganz 
beliebig, also z. B. auch beliebig ile sein diirfen, folgendermassen 
ausgedriickt werden: 

Satz iiber den stationiren Temperaturzustand eines schaalenformigen 
Kérpers. — Befindet sich ein schaalenformiger homogener Korper wm. sta- 
tiondren Temperaturzustande, und ist die Temperatur V dieses Korpers 
an seinen beiden Oberflachen Q’ und Q” bekannt, so wird seine 
Temperatur in irgend einem innern Punkte d. i. in irgend einem zwischen 
Q’ und Q” gelegenen Punkte (a, b, ¢) ebenfalls angebbar, ndmlich von 
folgendem Werthe sein: 


(9.) V(a,b,)=— f Vida’ — fv* 


252 Zehntes Capitel. 


die Integrationen ausgedehnt gedacht iiber alle Elemente da’ und do” der 
Fldchen Q’ und 2”. 


3 ait : : = a’ Eten PORE i 
Will man die wer auftretenden Factoren >= und a einfacher Weise 


definirt haben, so denke man sich den gegebenen Kérper, in elektrischer 
Bezichung, als einen Isolator, seine beiden Oberflichen aber metallisch 
bekleidet (mit Metallfolie diberzogen), und diese metallischen Bel:leidungen 
zur Lirde abgeleitet. Alsdann reprisentiren «° und «” die Dichtigheiten 
derjenigen elektrischen Belegungen, welche unter so bewandten Umstdnden 
auf 2’ und Q” durch einen in (a, b, €) gedachten elektrischen Massen- 
punkt m inducirt werden wiirden*). 

Sind die gegebenen Ober/fldchentemperaturen alle yon ein und dem- 
selben constanten Werthe, etwa alle = 1, so wird, nach EHintritt des 
stationiren Zustaudes, offenbar auch im Jnnern des Korpers die Tem- 
peratur iiberall —1 sein. Liisst man also in (9.) die unter den In- 
tegralen stehenden V’s zu 1 werden, so muss der Werth V(a, b, c) 
ebenfalls gleich i werden. Demgemiiss ergiebt sich die Formel: 


(10.) m=— f edo’ — { sda”. 
Die Gesammtmasse der beiden vorhin genannten inducirten Belegurgen 
(e’) und (e”) ist also stets = — m, wo m die Masse des inducirenden 


Punktes vorstellt; — em Satz, der iibrigens auch direct durch elektro- 
statische Betrachtungen ohne grosse Miihe beweisbar sein wiirde. 


Sri 
Anwendung auf eine Kugelschaale. 


Sind die beiden Begrenzungsfliichen Q° und Q” concentrische Kugel- 
fldichen mit den Radien A, und A,, so kann man die Werthe von é’ 
und «” leicht berechnen, unter Anwendung eines Polarcoordinaten- 
systems, dessen Anfangspunkt im gemeinschaftlichen Centrum der 
beiden Kugelflichen liegt. 

Ks sei A,< A,. Ferner sei der Massenpunkt m(@n, Mm, Pm) 
zwischen 9’ und Q” beliebig gegeben, jedoch so dass die Relation 
stattfindet: 


(11.) AS << Om < es Oe 


Bezeichnet man ferner irgend zwei auf Q’ und 2” gelegene Punkte 


*) Q’ und Q” repriisentiren je eine Begrenzungsflaiche jener metallischen 
Bekleidungen. Auf den beiden andern Begrenzungsfliichen O’ und O” jener beiden 
Bekleidungen wird keine Spur von freier Elektricitit anzutreffen sein. Vgl. den 
ersten Satz, pg. 227, 228 und den zweiten Satz pg. 229. 
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respective mit (4,, u,, y,) und (A,, uw, m,), so kann man die in diesen 
Punkten vorhandenen unbekannten Werthe von «’ und é” nach Kugel- 
functionen sich entwickelt vorstellen: 


1 Y, (U1, 1), 
(12.) 
n a ey QD» Ns 


Me ws 


Diese Dichtigkeiten «’ eat e’ sind nun [vgl. (1.) pg. 250] der 
Art einzurichten, dass das elektrische Gesammtpotential 
(13.) U = U™ + U&) + Ue) 
ftir alle Punkte innerhalb Q’, und ebenso fiir alle Punkte ausserhalb Q” 
verschwindet. Betrachtet man zuvérderst irgend einen Punkt (@, u, 9) 
immerhalb 2’, so ergeben sich mit Bezug auf diesen Punkt fiir U™, 


Ue) und Ut") die Werthe: 


(14.) Ua mS 7 Lm cos 7), 
(15.) Ue SY _ _#_Y (u, 9), 


A ae et 09: ee 
eo 


yi 4a He 
16. Ueyv= > ate ET 
(16.) inti a (u, 9), 


wo y die gegenseitige Neigung zwischen (wu, gm) und (Um, Pm) be- 
zeichnet*). Die Summe dieser drei Ausdriicke (14.), (15.), (16.) soll 
aber fiir jedweden Punkt (0, uw, pm) innerhalb Q’ verschwinden. Dem- 
gemiss miissen in dieser Summe die Coefficienten der Potenzen von 
o eméeln verschwinden; d. h. es muss die Relation stattfinden: 


(17.) quik (cosy) + Yin (u, p) + == Yn (u, 9) | = 


2m a 1 Ee re 


Beachtet man nun andererseits, dass jenes Gesammtpotential U 
(13.) auch verschwinden soll fiir jedweden Punkt (0, u, my) ausserhalb 
OG 


, so gelangt man in analoger Weise zu folgender zweiten Relation: 


(18) mo’, B, (cosy) + - eet | Ait? ¥y (uw, p) + AST? Yy (u, ) |=0. 


Aus diesen Relationen (17.), (18.), in denen y die Neigung von (u, 9) 
gegen (Um, Pm) vorstellt, sind die Functionen 


*) Die Berechnung der Formeln (15.), (16.) ist hier nicht mitgetheilt. Die- 
selbe ergiebt sich in bekannter Weise, unter Anwendung der Jntegraleigenschaften 
der Kugelfunctionen, d. i. unter Anwendung der Formeln pg. 77 
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Y,(u,p) und Y, (u, @) 


sofort berechenbar, und zwar ftir beliebige Werthe der Argumente 
(wu, »). Substituirt man die in solcher Weise fiir diese Functionen 
sich ergebenden Ausdriicke in (12.), so erhilt man: 


ag Sear cee aan 

AS B=) He Om re aay oe, 1}? 

19; 

( ) e m > 2n+ 1 n+1 Pia ae gen tt an 
é=— AR et: (a eal anti mn (COS 9): 


Dabei sind die Oberflichenpunkte, auf welche «’ und é” Bezug 
haben, nach wie vor mit (A,, u,, y,) und (A,, us, p,) bezeichnet zu 
denken; gleichzeitig sind unter y, und y, die Neigungen der Richtungen 
(u,, 9,) und (us, py) gegen die feste Richtung (u,,, @m) zu verstehen. 

Durch die Formeln (19.) ist die Berechnung von «’ und ¢” voll- 
endet. Und man gelangt daher, auf Grund des allgemeinen Satzes 
pg. 251, zu folgendem Resultate: 


Ueber den stationadren Temperaturzustand einer homogenen Kugel- 
schaale. — Defindet sich eine homogene Kugelschaale im stationdren Tem- 
peraturzustande, und ist thre Temperatur V an allen Stellen threr beiden 
Oberflachen 2" und 2” bekannt, so wird ihre Temperatur in irgend 
eem innern (d. i. gwischen Q’ und Q” liegenden) Punkte (Qn, ny Pm) 
ebenfalls angebbar, namlich von folgendem Werthe sein: 

a ’ alivdes 
(20.) V Ons bey On) == | V = da’ —f V ~ 


vr 


, 


Hier haben rv (19.) angegebenen Bedcutungen. Daselbst 


reprdsentiren A, < A, die Radien der beiden Fliichen Q’ und Q”, ferner 
vy, und y, diejenigen Winkel, unter denen die nach da’ und deo” -hin- 
laufenden Richtungen (u,, p,) und (us, Py) gegen die Richtung (ny Pm) 
geneigt sind. 

Beilaufig bemerkt, ergeben sich aus (19.), unter Anwendung der 
Integraleigenschaften p. 77, die Formeln: 


12 
/ , / , 9 A, As 0,7, 
ie o—— aime é A,*du, dg, = -- m— aa 
i (NOY m Pik 
(21.) 
12 
[ GO ee A ad m A en 
. 2 Nz) UD ae On ASA, i 


woraus durch Addition folgt: 


(22.) fda’ + f edo” = — m. 
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Diese letzte Forme! bestitigt den in (10.) angegebenen elektrosta- 
taschen Sate. 

Specialfall: A, oo, — In diesem Falle verliert sich die Kugel- 
fliche 2” ins Unendliche; so dass nur noch die eine Kugelfliiche Q’ 
iibrig bleibt: withrend gleichzeitig der gegebene Punkt m(Qm, fm, Pm) 
ausserhalb &’ in seiner urspriinglichen Lage verharrt. Die Formeln (19.) 
nehmen in diesem Falle die Gestalt an: 


- m = 2n+ 1 /A,\74+1 ” 
Se co P, (cosy,), und #” =O. 
Dieser Werth von «’ ist (bis auf die etwas andere Bezeichnungsweise) 
identisch mit dem in der Formel (8.) pg. 179 angegebenen Werthe, 


falls man nur in diesem letztern Werthe das mit (z 4 ae behaftete 
L 


erste Glied fortliisst. Aus dieser Identitit ergiebt sich, unter Rtick- 
sichtnahme auf (11.) pg. 180, dass der Werth von «’ (23.) folgender- 
massen darstellbar ist: 

2 2 3 
io) ie ee es) , 
wo alsdann f die Entfernung derjenigen Oberflichenstelle, auf welche 
é Bezug hat, vom Punkte m(@n, Un, Pm) vorstellt. 

Zweiter Specialfall: A, = 0. — In diesem Falle reducirt sich die 
Kugelfliiche Q’ mit ihrer Belegung (e’) auf einen ermzelnen Massenpunkt 
im Centrum. Gleichzeitig aber ergiebt sich aus der ersten Formel (21.), 
dass die Masse dieses Punktes =O wird. Es bleibt also nur noch 
die Massenbelegung (¢”) auf Q” iibrig. Fiir die Dichtigkeit derselben 
ergiebt sich aus (19.) die Formel: 


: p — 2 1 (8m \" 
(25.) pee a Di oe (*) P,, (cos yy). 


Diese Reihe ist wiederum summirbar, in analoger Weise, wie friiher 
die Reihe (8.) pg. 179 summirt wurde. Man gelangt in solcher Weise 
zu der Formel*): 


m(Ap2 — 0,” 3 
(26, Liaageer ele a 
wo & den Abstand derjenigen Oberflachenstelle, auf welche e” Bezug 
hat, vom Punkte (Qn, Um, Pm) bezeichnet. 

Die Formel (24.) ist identisch mit (14.) pg. 240. Desgleichen ist 
die Formel (26.) identisch mit (16.) pg. 248; wie solches a priort zu 
erwarten stand. 


*) Man vgl. die Ervliinterungen am Schluss dieses Werkes. 
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§ 8. 


Ueber den stationiren Temperaturzustand einer unendlich grossen 
von zwei Parallelebenen begrenzten homogenen Platte. 


Ist eine von zwei parallelen Ebenen 2 und 2” begrenzte, nach 
allen Seiten ins Unendliche sich ausdehnende homogene Platte gegeben, 
so wird man die beiden Ebenen Q und 2” als zwei concentrische 
Kugelflichen ansehen kénnen, deren Centrum im Unendlichen lhegt. 
Und demgemiiss wird man die Resultate des letzten Paragraphs auf 
den gegenwirtigen Fall der Platte dadurch iibertragen kénnen, dass 
man in den dortigen Formeln die Radien A, und A, ins Unendliche 
anwachsen lisst. Zugleich erkennt man, dass man als Loésung des 
gegenwiirtigen Problems, ebenso wie in (20.) pg. 254, eme Formel von 
foleender Gestalt erhalten wird: 

“ 
m 


(1) V(a,b,c) =—f Vida — f V= do’; 
so dass es sich also nur noch um die Bestimmung von ¢’ und e” 
handelt. 

Die gegenwirtigen Werthe von e’ und «” miissen nun, wie schon 
angedeutet, aus den damaligen Formeln (19.) pg. 254 dadurch ableitbar 
sein, dass man A, und A, unendlich gross werden lisst. Doch wollen 
wir hier zur Bestimmung von ¢«’ und «” einen etwas andern Weg ein- 
schlagen, der von ganz eigenthiimlicher Natur sein wird, und etwa 
bezeichnet werden kann als die Methode der Spiegelpunkte. Dabei sei 
zunichst an Folgendes erinnert: 

Sind Q’ und 2” zwei geschlossene Flachen, und liegt Q° innerhalb 
Q”, und ist zwischen Q und Q” irgend ein Massenpunkt m/(a, b,c) 
gegeben, so sind die Belegungen (e’) und (e”) der Art zu bestimmen, 
dass das von den Massen m, (e’), (e”) herriihrende Gesammtpotential 

r mm ' ” 
(f.) U= 4 ve 4 Ue 
fiir alle Punkte imnerhalb Q’, und ebenso auch fiir alle Punkte ausser- 
halb 2” verschwindet; wie’ solches friiher [vgl. (1.) pg. 250] angedeutet 
wurde durch die Formeln 


(g.) Uz; =0 und Uy" =0, 


wobei a’ jedweden Punkt innerhalb Q’, und a” jedweden Punkt ausser- 
halb  yorstellen sollte. 

Bringen wir diese von friiher her bekannte allgemeine Vorschrift 
auf den gegenwiirtigen Fall in Anwendung, wo Q und Q” parallele 
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Ebenen sind, und denken wir uns dabei diese Hbenen horizontal und 
2 oberhalb 2", so wird zu sagen sein: Jene Belegungen (e’) und (e”) 
sind der Art zu bestimmen, dass das mit U 
bezeichnete Gesammtpotential fiir alle Punkte 
oberhalb 2’, und fiir alle Punkte unterhalb Q” 
verschwindet; was angedeutet werden kann durch a =e 
die Formeln: 


(2.) 


U=0_ fir alle Punkte oberhalb Q, 
U =O fiir alle Punkte unterhalb Q”. 


Uebrigens wird es zweckmiissig sciiy, den Ausdruck (f.) des Ge- 

sammtpotentials fortan foleendermassen anzudeuten: 

U = Pot (m) + Pot («’) + Pot («”), 
oder, etwas kiirzer, auch so anzudeuten: 

U = Pot [m + (e’) + (e”)]. 

Alsdann nehmen die Bedingungen (2.) die Gestalt an: 
(3) Pot [m + (e’) + (e”)] =0 fiir alle Punkte oberhalb %, 
Pot [m + (e’) + (&”)] = 0 fiir alle Punkte unterhalb Q”. 


Es handelt sich also darum, die Dichtigkeiten «° und é” der auf den 
beiden Ebenen 2° und 2” ausgebreiteten Belegungen (e") und (e") in 
solcher Weise einzwrichten, dass den Bedingungen (8.) Geniige geschieht. 
Dabei bezeichnet m einen zwischen. X und Q ad libitum markirten 
Massenpunkt. 

Unser Instrument zur Loésung dieser Aufgabe besteht in der 
Theorie der iquipotentialen Belegungen [Satz (20.) pg. 241]. Dabei werden 
wir, falls irgendwo im Raume ein Massenpunkt uw gegeben ist, die 
diesem Punkte « iquipotentiale Belegung der Ebene Q’ mit (E’), oder 
genauer mit : 

(Ew) 
bezeichnen. Selbstverstindlich erstreekt sich diese Aequipotentialitiit 
nicht auf simmtliche Raumpunkte, sondern, falls man die Lage von w 
als diesseits der Ebene Q bezeichnet, nur auf diejenigen Raumpunkte, 
welche jenscits Q liegen. Was die andere Ebene 9” betrifft, so mag 
in analoger Weise die mit mw iiquipotentiale Belegung derselben durch 
(Ex) 
angedeutet sein. Demgemiiss gelten z. B., was den zwischen Q’ und 2” 
liegenden Massenpunkt m betrifft, die Formeln: 
Pot (m) = Pot (En) fiir alle Punkte oberhalb 2, 
Pot (m) = Pot (E,) fiir alle Punkte wnterhalb Qe 


F. Neumann, Vorl. tib. das Potential. ily 
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oder, ein wenig einfacher geschrieben, die lormeln: 
(A’.) Pot [m — (E;,)] = 0 fiir alle Punkte oberhalb 2’, 
(A”.) Pot [m — (E%,)] =0 fiir alle Punkte unterhalb Q”. 


Es sei nun [vgl. die Figur] m, das Spiegel- 


: : ; : 92 
bild von m in Bezug auf die Hbene 2”, und die 
Masse des Punktes m, ebenso gross wie die von mn 
m selber, also m, =m. Alsdann sind, was die Q” 


. a5 : * « Mm, 
mit m, ‘quipotentialen Belegungen der HKbenen : 


Q’ und Q” betrifft, die Formeln zu notiren: 
Pot [m, — (Em,)] =O fiir alle Punkte oberhalb , 
Pot [m, — (Ey,)| = 0 fiir alle Punkte oberhalb Q”. 

Fiir die Punkte oberhalb 2’ gelten also beide Formeln; und dem- 
gemiss gelangt man durch Subtraction derselben zu dem Resultate: 
Pot [(Ey,) — (En)] = 0 fiir alle Punkte oberhalb Q. 

Da die Punkte m und m, auf derselben Normale der Ebene QQ” 
liegen und gleich weit von 2” entfernt sind, so sind offenbar die diesen 
beiden Punkten entsprechenden Belegungen 

(Eaund. {Ec 
unter einander identisch*); so dass man also die letzte 
Formel auch so schreiben kann: 
(B’) Pot [(E;,) — (En.)] = 0 ad 
fiir alle Punkte oberhalb . 


° M, 


In genau derselben Weise wird die Betrachtung - m, 
desjenigen Spiegelpunktes m,, welchen m in Bezug auf 
Q’ besitzt, folgende Forme] liefern: | Q’ 
(B’) Pot (En) — (E%,)] = 0 , 

fiir alle Punkte wnterhalb Q”; -™m 

wobei wiederum vorausgesetzt ist, dass m, =m sel. med Eee oO” 

Lisst man jetzt die Punkte m, und m, von Neuem + Me 
an den beiden Ebenen sich spiegeln, so erhilt man, 
ausser m, nur noch zwei neue Punkte m, und my. 
Lisst man diese letzteren abermals an jenen Ebenen 
sich spiegeln, so ergeben sich wiederum we? neue 
Punkte m, und m,. U.s. f Dabei mag die Bezeich- aoe 
nung [vgl. die Figur] so eingerichtet werden, dass alle 
Spiegelpunkte mit wngeradem Index oberhalb Q', und * Mg 


*) Wie z. B. ein Blick auf die Formel (20.) pg. 241 sofort erkennen lisst, 
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alle mit geradem Index wnterhalb Q” liegen. Auch midgen all’ diese 
Massen m, m,,m., m3, m,, ete. gleich gross gedacht werden. Alsdann 
stehen die in (B’.) betrachteten Punkte m und m, in derselben Be- 
ziehung zu einander, wie m, und m,, wie ferner m, und mg, u. 8. W.; 
so dass man also folgendes System von Formeln erhiilt, deren erste 
und zweite nur eine Wiederholung von (A’.) und (B’.) sind: 


Pot[-+ m —(En,)] —0, 
Pot [— (Em) + (Em,)] = 9, 
(C’) Pot [++ (En,) — (Em,)] = 0, | ftir alle Punkte 


Pot [— (Ey) + (E;,,)] = 0, {7 oberhalb Q’. 
Pot [+ (E%,) — (E41 = 0, 
etc. etc. ete. 
In analoger Weise schliesst sich den Formeln (A”.), (B”.) folgen- 

des Formelsystem an: 
Pot[+m —(E,,)] =0, 
Pot [— (Es) + (E%)]=9, 
Pot [+ (Ez) — (En,)] = 0, | fiir alle Punkte 
Pot [— (Ey,,) + (Ex,)] = 0, unterhalb ”, 
Pot [+ (En,) — (En,)] = 0, 


ete. etc. ete. 


(C%) 


Addirt man jetzt simmtliche in (C’.) aufgestellten Formeln, so 
findet man, dass das Potential der Massen: 
(D.) (A — (En + Em) (Em + Em) — (Em, + Em) 

Be eee ed Ee, te ,) eee oe ae 

fiir alle Punkte oberhalb Q verschwindet. Andererseits aber wird das 
Potential dieser selben Massen auch verschwinden fiir alle Punkte 
unterhalb Q”; wie solches durch Addition der Formeln (©”.) sich 
ergiebt. 

Solches constatirt, tibersieht man nun sofort, dass den in (3.) an 
die Belegungen (e’) und (¢”) gestellten Anforderungen Gentige geschieht, 
sobald man fiir die Dichtigkeiten derselben folgende Werthe nimmt: 


(4.) é = _ Ey aie En a, a + Si a iE . + Eee —— -- eee 
(5.) g == — En a En, ‘2 En ai Eig oz oy “ii Ep, Pa tt 


Um diese Formeln (4.) weiter entwickeln zu kénnen, mégen zu- 
nichst die Abstinde des Punktes m von den Ebenen Q und 2” respec- 
tive mit 0 und y bezeichnet werden; so dass also 


(6.) Dee Ory 
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den gegenseitigen Abstand jener beiden Ebenen reprasentirt. Alsdann 
haben die Abstiinde 0, 02, 04, 0,, etc. der Punkte m, m,, m,, m,, ete. 
von der obern Ebene 2’, wie man leicht findet, die Werthe: 


(7.) d=0, 0,=—=2D+0, 0—4D+0, etc, 
0. =2D—d, 0, =4D—<4, etc, 


und gleichzeitig ergeben sich alsdann ftir die Abstande y, y,, v3, 75, ete. 
‘of a, 
der Punkte m, m,, m3, m,, etc. von der untern Ebene Q” folgende Werthe*): 


(8.) ¥4,=D+9, ¥,=3D+0, ¥7,=5D+6, CLG: 
y=D—d, y,=3D—6, y, =5D—O, ete. 


Ueberdiess ist zu beachten, dass die angewendeten Spiegelpunkte alle 
dieselbe Masse haben sollen, wie der urspriingliche Punkt m: 


(9.) n=mM, = NM, = Ms; = Mm, = Mm, = etc. 


Die Dichtigkeiten E in (4.), (5.) sind nun leicht angebbar auf 
Grund des Satzes (20.) pg. 241. Versteht man nimlich unter w irgend 
einen der betrachteten Punkte, ferner unter 92 irgend eine der beiden 
Ebenen Q’, 2”, so wird die Dichtigkeit E, der mit w aquipotentialen 
Belegung der Ebene &, zufolge jenes Satzes, den Werth haben: 


a 
(10.) Ey = — (= aS =) aa “fe, 6), 


wo 6 ein vom Punkte w auf die Ebene 2 herabgelassenes Perpendikel 
vorstellt, wihrend @ den Abstand der betrachteten Stelle (auf welche 
die Dichtigkeit E, sich bezieht) von diesem Perpendikel bezeichnet. 
Dabei soll das zugefiigte wf(e,@) nur als Abbreviatur dienen fiir den 
Ausdruck rechter Hand. 

Markirt man also z. B. auf der gegebenen Ebene Q irgend einen 
Punkt im Abstande eg von der durch m gehenden Verticalen, und denkt 
man sich die Gleichung (4.) auf diesen Punkt bezogen, so erhalt man, 
auf Grund der Formel (10.): 


soe — Foro er f(@, 0;) = FXG, 03) — f@, O13) —*** \. 
+ 7(@; 3) fe, 05) + f(@, 919) + >: 
Ebenso erhilt man aus (5.) fiir einen auf Q” gelegenen Punkt die 
Dichtigkeit: 
ek | + £(@ 1) + £(@ Ys) + F(@, 9) + °* | 
— f(@,v) — Fe, %s) — fe, %) == J? 


é 


*) AID diese Abstinde 0, und y, sind hier ihrem absoluten Betrage nach 
angegeben. 
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wo wiederum @ den Abstand des Punktes von der earen m gehenden 
Verticallinie bezeichnen soll. Diese Werthe von é’, €” sind mit Rtick- 
sicht auf (7.), (8.) auch so darstellbar: 


(11.) in {—F(e,9) —K(@,2D + 6)—/(9,4D + 8)—f(e,6 D+) —---| 
| +f(9,2D—0)+f(e,4D—0)+/(0,6D—d) +.’ 
(12.) e’ =m [+ fe, D + 0) + fe,38D + 6) + fe, 5D + 0) +-- 
\— fle, D — 6) — fe, 3D — 0) — fle, 5D — 6) — a 
Non folgt aus (10.), falls man daselbst den Buchstaben o durch 
0 ersetzt: 


5 fo) ter \2 
fe 8) = 32 (az) » 
oder, was dasselbe ist: 
§ ee, 1 
a. 0) = — — — 
( ) f(@, ) 2 OO Verto 


Hieraus folgt, falls & eine beliebige Constante vorstellt: 


; ith wits 1 
‘ k+ 0)=— = 
(B.) fe, k + 8) aie esse 
1 w 1 


(y-) OS age ara rece eee 
Und mit Riicksicht auf diese ote. ake B.), as sind die Formeln 
(11.), (12.) folgendermassen darstellbar: 


Eee oe ; | 
CO tems Sere perce a scat Si Vee +tQandD+o)J’ 


Mt Ss al th 
(14.) eM ap 


22 |= ,¢0 Vo? + (2n —1)D+0) 


wo das doppelte Zeichen -+- andeuten soll, dass alle Glieder der Summe 
einzuverleiben sind, sowohl die fiir das obere, als auch die fiir das 
untere Zeichen sich ergebenden. 

Hiermit sind die gesuchten Dichtigkeiten «’ und «” berechnet. Es sei 
noch hinzugeftigt, dass in den Formeln (13.), (14.) die Differentiation 


. nicht ohne Weiteres vor das Summenzeichen gesetzt werden darf. 
Denn sonst wiirde z. B. in (13.) ein Ausdruck auftreten von der Form: 


amie 1 
08 = Ve? + @nD+ a 


und hier wiirde die in der eckigen Klammer enthaltene Reihe, wie 
leicht zu erkennen, divergent sein. 


Elftes Capitel. 


Die charakteristische Function fiir die Aufgaben des stationaéren 
elektrischen Strémungszustandes. 


Wahrend die im vorhergehenden Capitel besprochene charakteri- 
stische Function von Green herriihrt, diirfte die Mer zu erédrternde 
charakteristische Function wohl zuerst von F. Newmann eingetihrt sein. 
Ebenso wie jene Green’sche Function auf rukende Elektricitiit Bezug 
hat, in ihnlicher Weise bezieht sich diese F. Newmann’sche Function 
auf stromende Elektricitiit*). 

Bevor wir die betreffende Theorie darlegen, wird es zweckmissig 
sein, zuvorderst Hiniges vorauszuschicken tiber die Definition und die 
Ursachen der elektromotorischen Krifte, sowie iiber die allgemeinen 
Gleichungen, welche man fiir die Bewegung der Elektricitit in einem 
Conductor als maassgebend ansieht. 


§ 1. 


Definition der elektromotorischen Kraft. 


Die in einem Conductor enthaltene elektrische Materie wird be- 
kanntlich unter Umstinden in Bewegung oder Strimung begriffen sein. 
Dieses Phinomen schreibt man gewissen Ardften zu, die mnerhalb des 
Conductors an allen Stellen in Wirksamkeit sind. Als die Richtung 
einer solchen Kraft pflegt man an irgend einer Stelle des Conductors 
die Richtung der daselbst vorhandenen Strémung anzusehen. Gleich- 
zeitig pflegt man die Stdrke der Kraft nach der gréssern oder geringern 
Hlektricitatsmenge zu beurtheilen, welche an der betrachteten Stelle 
durch ein gegen die Strémung senkrechtes Flichenelement wihrend 
einer gegebenen Zeit hindurchfliesst. 

Die in Rede stehenden Krifte werden elektromotorische Kriifte ge- 
nannt. Und die betreffenden Definitionen lauten, falls man die Lectungs- 


*) Ausser diesen beiden charakteristischen Functionen ist tibrigens noch eine 
dritte za nennen, die ebenfalls von FE’. Newmann herriihrt, und die sich bezieht 
auf die Aufgaben der magnetischen Induction. Vegl. dariiber I’. Newmann’s Vorl. 
liber die 'Fheorie des Magnetismus, Leipzig, bei Teubner, 1881; daselbst pg. 110. 
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fahigheit desjenigen Metalles, aus welchem der Conductor besteht, mit 
% bezeichnet, foleendermassen: 

Definitionen. — Constrwirt man an irgend einer Stelle des Conductors 
em Eliichenelement do, dessen Normale n zusammenfillt mit der Richtung 
der dort vorhandenen elektrischen Strimung, und bezeichnet man die durch 
do wihrend der Zeit dt hindurehfliessende Elektricitiétsmenge mit 
(1.) aRdodt, 


so pflegt man dieses Hindurchstrémen der Elektricittit durch das Element 
do einer daselbst thitigen elektromotorischen Kraft zuzuschreiben, und 
dabei: R als die Grisse, und n als die Richtung dieser Kraft anzusehen. 
Die Formel (1.) bezieht sich zuniichst nur auf ein Element do, 
welches gegen die Strémung senkrecht steht, ist aber leicht tibertragbar 
auf solche Elemente dw, die schief gegen die Strémung liegen. Zu 
diesem Zwecke construire man die durch die einzelnen Punkte von do 
gehenden Strémungscurven, welche in unmittelbarer Nahe von do als 
lauter parallele und zu do senkrechte Linien anzusehen sind, und 
welche daher in ihrer Gesammtheit einen Cylinder reprisentiren, der das 
Element do zum senkrechten Quer- 
schnitt hat. Legt man nun durch 
diesen Cylinder irgend einen schiefen 
Querschnitt dw, mit der Normale 1, 
so wird offenbar wihrend der Zeit 
dt durch dw ebenso viel Hlektricitiit . 
hindurchfliessen, wie durch do. Dem- 
gemiiss wird also die wdlrend der Zeit 
dt durch da hindurchgehende Elektri- 
citéitsmenge den in (1.) angegebenen 


Werth: 


xhidodt 


besitzen. Dieser Werth kann aber, weil do die senkrechte Projection 
von d@ ist, auch so geschrieben werden: 
xRde cos (v, n)dt, 
oder auch so: 
ah, dodt, 

wo alsdann R, = FR cos (n,v) die Componente jener die Richtung 2 
besitzenden elektromotorischen Kraft R nach der Richtung vy vorstellt. 
Demgemiss ergiebt sich folgender 

Satz. — Bezeichnet R die an irgend einer Stelle des Conductors vor- 
handene elektromotorische Kraft, wnd construirt man an dieser Stelle 
ein beliebiges Flichenclement dw mit der Normale v, so wird die durch 
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dieses Element do wiilrend der Zeit dt hindurchfliessende Elektricctats- 
menge den Werth haben: 

(2.) aR,dadt, 

wo R, die Componente von R nach v vorstellt, wahrend « die Leitungs- 
fahighert bezerchnet. 

Zusatz. — Genauer -ausgedriickt, wird zu sagen sein: die Elektricitats- 
menge (2.) sei diejenige, welche wihrend der Zeit dt von der v Seite des 
Elementes dw zur v-Seite desselben tibergeht. Dabei ist unter v, die zu 
v entgegengesetzte Normale zu verstehen. 

Es mégen noch einige Bemerkungen hinzugefiigt werden tiber die 
Richtung und Stiirke der elektrischen Strémung. Unter der Stérke j 
der elektrischen Strémung versteht man diejenige Elektricitatsmenge, 
welche durch ein zur Strémung senkrechtes Flachenelement von der 
Grésse Eins wihrend der Zeit Eins hindurchgeht. Somit folgt aus (1.): 
Andererseits ist die Richtung der elektrischen Strémung, zufolge unserer 
Definitionen (pg. 263), identisch mit der Richtung der eimwirkenden 
elektromotorischen Kraft R. Bezeichnet man also die Winkel, unter 
denen die elektrische Strémung 7 gegen die Coordinatenaxen geneigt 
ist, mit a, 6, y, und die Componenten der Kraft FR nach diesen Axen 
Mit Ry, dt. dey 80 ISD 
(4.) cos w= aE, cosp= >, at 

Auch pflegt man von den Componenten der elektrischen Strémung 
zu sprechen, und darunter die Producte j cos a, j cos B, fj cos y zu ver- 
stehen. Bezeichnet man also diese Strémungscomponenten mit wu, v, w, 
so ist: 


cos y = 


(Gx) uU=Joosa, v=jcosp, w=—jcosy, 
also nach (3.), (4.): 
(6.) u=u“kh,, v=4“h,,, w= 4«4k,. 

§ 2. 


Ueber den stationaéren Zustand der elektrischen Strémung. 


Hs sei edadydz die zur Zeit ¢ im Parallelepipedum dxdydz ent- 
haltene Hlektricitiitsmenge, mithin 


(o.) ue dadydzdt 


der Zuwachs dieser Hlektricitiitsmenge wihrend der Zeit dt. Dieser 
Zuwachs wird offenbar gleich sein der Summe derjenigen Elektricitiits- 
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mengen, welche wihrend der Zeit dt in das Parallelepipedum hinein- 
geflossen sind, davon abgezogen die Summe der wiihrend dieser Zeit 
dt aus dem Parallelepipedum herausgetretenen Elektricitiitsmengen. 
Demgemiiss kann der in Rede stehende Zuwachs folgendermassen be- 
rechnet werden. 

Die w-Axe sei (der bequemeren Ausdrucksweise willen) vertical 
nach Oben gerichtet. Alsdann besitzen die durch die beiden horizon- 
talen Seitenflichen dydz des Parallelepipedums wiihrend der Zeit dt 
von Unten nach Oben hindurchfliessenden Elektricitiitsmengen, zufolge 
(2.), die Werthe: 


OR 
xR,dydzdt und x (2 + =. a) dydzdt; 
woraus fiir das Parallelepipedum ein Gewinn an Hlektricitit resultirt 
vom Betrage: 
OR, ded 
Beriicksichtigt man also simmtliche sechs Seitenfliichen des Parallel- 
epipedums, d. h. alle durch diese sechs Flichen stattfindenden Stré- 


mungen, so wird der im Ganzen fiir das Parallelepipedum resultirende 
Gewinn an Elektricitiit den Werth haben: 


oR, aR, aR, 
(B.) eee aa, sheet ) dvdydedt. 


Und dieser Gewinn (8.) kann offenbar nichts Anderes sein als der in 
(o.) genannte Zuwachs. Somit folgt: 


De oR, | aR, ae 
(7) lee ci: oy apa” 


Fiir den hier zu betrachtenden stationdéren Zustand ist aber é un- 
abhiingig von der Zeit; so dass in diesem Falle die Gleichung (y.) 
iibergeht in: 


OR, Ok, Ok, 
(7.) Wee Ou ae oy ale Oro 


Ist der Conductor zusammengesetzt aus verschiedenen Metallen, 
und bezeichnet dw ein Element derjenigen Fiche, in welcher zwei 
solehe Metalle zusammengrenzen, so muss fiir die wihrend der Zeit dt 
durch dw hindurchfliessende Elektricititsmenge auf Grund der Formel 
(2.) ein und derselbe Werth sich ergeben, einerlei, ob man das Element 
dw zum eimen oder zum andern Metalle rechnet. Demgemiss erhilt 
man die Formel: 


(8.) aR, = «R/, 
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wo v die Normale von do, d. i. die Normale jener Grenzfliche vor- 
stellt, und wo x’, R’ fiir das zweite Metall dieselben Bedeutungen 
haben sollen, welche x, & fiir das erste besitzen. Dabei ist die Nor- 
male yv auf beiden Seiten der Formel (8.) von emerlei Richtung zu 
denken, gleichgiiltig von welcher. 

Ist insbesondere da das Element einer freien Oberfliiche, also einer 
Fliche, in welcher der Conductor an Luft oder iiberhaupt an einen 
Isolator angrenzt, so wird x’ =0,'und die Gleichung (8.) also tiber- 
gehen in: 

(3) Rhy =0. 

Zu diesen Formeln (7.), (8.), (9.) kénnen noch weitere Formeln 
hinzugefiigt werden. So z. B. wird wihrend des stationiren Zustandes 
die Masse der in dem ganzen Conductor enthaltenen Elektricitit fort- 
dauernd ein und denselben Werth behalten. Mit andern Worten: Die 
durch die eimzelnen Oberflachenelemente dw des Conductors aus dem- 
selben heraustretenden Elektricitiitsmengen werden zusammengenommen 
= 0 sein. Es wird also, nach (2.), die Gleichung stattfinden: 


(10.) [ #Rdo =0, 


wo v die aussere Normale der Conductoroberfliche vorstellt, und die 
Integration ausgedehnt zu denken ist tiber alle Elemente da dieser 
Oberfliiche. 

Ist inbesondere der Conductor homogen, mithin x iiberall dasselbe, 
so gewinnt die Formel (10.) die einfachere Gestalt: 


(10a.) it Ry,do = 0. 


§ 3. 
Ueber die Ursachen der elektromotorischen Kraft. 
Nach den tiblichen Vorstellungen besteht die an irgend einer 
Stelle (x, y, 2) des Conductors zur Zeit ¢ vorhandene elektromotorische 


Kraft A im Allgemeinen aus zwei Theilen D und KE, so dass man also, 
was die rechtwinkligen Componenten betrifft, die Formeln hat: 


(11,) R, = D, + Ey, 
Rie pes 


Der Theil D riihrt her von der sogenannten Spannung der elektrischen 
Materie, und der Theil E von anderweitigen Ursachen, z. B. von den 
Orts- oder Intensitits-Veriinderungen irgend welcher in der Nahe des 
Conductors befindlicher galvanischer Stréme. 
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Ueber die sogenannte Spannung der Elektricitiit hat man zu’ ver- 
schiedenen Zeiten verschiedene Vorstellungen sich gebildet*). Fiir unsere 
Zwecke wird es ausreichend sein, zu bemerken, dass die Spannung eine 
unbekannte Function von x, y, 2, t, oder, falls man auf den stationiiren 
Zustand sich beschrinkt, eine wnbekannte Function von «, y, 2 ist, und 
dass diese Spannung bei den elektrischen Bewegungen eine iihnliche 
Rolle spielt, wie die Temperatur bei der Wirmebewegung. Ebenso 
nimlich, wie die Wiirme von den Orten héherer Temperatur zu denen 
geringerer Temperatur abfliesst, ebenso schreibt man der elektrischen 
Materie das Bestreben zu, von den Orten héherer Spannung zu denen 
geringerer Spannung hinzustrémen. Und demgemiiss pflegt man an- 
zunehmen, dass in jedem Punkte (a, y, 2) durch die in seiner Umgebung 
vorhandenen Spannungsunterschiede eine elektromotorische Kraft D er- 


zeugt wird, deren Componenten D,, D,, D, identisch sind mit — pe 
2 Le Ag wo V selber die Spannung vorstellt. Diese Werthe 
Oy?’ 02? 
substituirt, erhalten die Formeln (11.) die Gestalt: 
OV 5 
Be egy es 
OV 
(12.) fy = — a, 1 Ey, 
. 
kh, = — Oz. + £, 
§ 4. 


Die zu behandelnde Aufgabe. 


Wir wollen jetzt annehmen, dass der gegebene Conductor homogen 
sei, dass derselbe im stationdren Strémungszustande sich befinde, und 
dass die vorhandenen elektromotorischen Krifte lediglich von der Span- 
nung herriihren, dass mithin die E,, Ey, E, gleich Null seien. Als- 
dann reduciren sich die Formeln (12.) auf 


av av Srey 
(«t.) et ke cin din hee eS 


Mit Riicksicht hierauf ergiebt sich aus (3.) und (6.): 
: ov \2 ov \? ov\2 
(B.) joeR=«V/ (FZ) +(5) +(%)) 


*) Vgl. F. Newmann’s Vorl. iiber elektrische Stréme, herausgegeben von 
VonderMihil, Leipzig, 1884; daselbst pg. 45. 
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und: 
ae: av - av Amn 
(y.) Siena ie PREM Rac = Fee al ain an 


woraus z. B, folgt, dass die Strémungscurven identisch sind mit den 
rechtwinkligen Trajectorien der durch die Gleichung V = Const. dar- 
gestellten EFlichen constayter Spannung. 
Ferner gewinnt die Formel (2.) mit Riicksicht auf (@.) die Gestalt: 
dV 


(0.) — «=~ dodt; 


und es wird also dieser Ausdruck diejenige Elektricitatsmenge vor- 
stellen, welche durch irgend ein Flichenelement d@ mit der Normale 
v, von der v,-Seite zur v-Seite, wihrend der Zeit dt hindurchfliesst. 
Summirt man diesen Ausdruck iiber alle Klemente dt einer Zerteinheit, 
und beriicksichtigt man dabei, dass bei dem hier betrachteten statio- 


:. te LV : Se Ml 
niren Zustande V, mithin auch a von der Zeit unabhingig ist, so 
erhilt man: 

dV 
(é.) —x——-do. 


Und es wird also dieser letztere Ausdruck diejenige Hlektricititsmenge 
reprisentiren, welche durch dw, von der v,-Seite zur v-Seite, wihrend 
der Zeitemheit hindurchgeht. — Endlich wird die Gleichung (10a.), mit 
Riicksicht auf (@.), die Gestalt annehmen: 


fh VA 
(C) | {do =0, 


die Integration ausgedehnt gedacht iiber alle Elemente dw der Con- 
ductoroberflaiche Q. 

Was die Bestimmung der Spannung d. i. der unbekannten Function 
V=V(a,y, 2) betrifft, so ergeben sich fiir jedweden Punkt (2, y, 2) 
innerhalb des Conductors die Formeln: 

a 2 2 
oe tay toe—9, didutA Vos. Ge 


OV OV OV : 
ee a oer stetig. 
Ox oy 02 


(7-) 


Vy, 


Die erste dieser Formeln entsteht nimlich aus (7.), falls man daselbst 
fiir Lz, Ry, R, die Werthe (.) einsetzt. Ferner ergiebt sich die 
ONE GN ghia 

ea we a aus (y.), falls man nur beachtet, dass 
die Strémungscomponenten wu, v, w zur Zeit des stationiiren Zustandes 


nicht gut umhin kénnen, stetige Functionen der Coordinaten zu sein. 


: Tite: OV Fens V 
Und aus dieser Stetigkeit von aS By? ae folgt sodann aber auch 


Stetigkeit von 
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die Stetigkeit von V selber, falls man nur voraussetzt, dass der vom 
Conductor occupirte Raum ein einfach zusammenhdngender ist*). 

Was die Oberfliiche Q des gegebenen Conductors betrifft, so wollen 
wir uns vorstellen, der Conductor sei theils mit Luft, theils aber auch 
mit andern Conductoren in Bertihrung, dabei aber annehmen, es sei 
bekannt, wieviel Elektricitiit durch jedwedes Element dw der Flache Q 
waihrend der Zeiteinheit aus dem Conductor hinausfliesst. Mit andern 
Worten: Wir wollen annehmen, fiir jedwedes Element daw der Con- 
ductoroberfliiche sei die in (¢.) genannte Quantitiat gegeben; es sei also: 


av Pa 
(.) —x—— da = fae, 


wo f eine gegebene Function des Ortes auf der Conductoroberfliche Q vor- 
stellt, wihrend v die dussere Normale von Q reprisentirt. Man kann 
dieses fdw@ etwa bezeichnen als die Grésse des durch dw von Innen 
nach Aussen gehenden Stromes. 

Uebrigens werden diese Oberfliichendurchstrémungen fda nicht 
ganz ad libitum gegeben sein diirfen. Denn aus (@.) folgt durch Inte- 
gration tiber die Oberfliche: 


Shee do = f fdo, 


also mit Riicksicht auf (€.):°- 
(a) J FAG == 0) 


Wir stellen uns nun die Aufgabe, die in dem Conductor vorhandene 
elektrische Spannung V =V(x,y, 2) auf Grund der Formeln (y.), (#-) 
wirklich zu berechnen, falls die Function f in beliebiger, aber mit (%.) m 
Einklang stehender Weise gegeben ist. Dabei springt von selber ins 
Auge, dass V, auf Grund jener Formeln (y.), (.), immer nur bis auf 
eine additive Constante bestimmbar ist. Mehr aber ist fiir unsere 
Zwecke auch nicht erforderlich. Denn haben wir den Werth von V 
bis auf eine unbekannte additive Constante ermittelt, so ergeben sich 
alsdann, mittelst der Formeln (y.), vollstindig bestimmte Werthe fiir die 
Strémungscomponenten wu, v, w. Und die Berechnung der Stromungs- 
componenten ist doch schliesslich unser eigentliches Ziel. 


*) Vel. z. B. C. Neumann: Hydrodynamische Untersuchungen. Leipzig, bei 
Teubner. 1883; daselbst pg. 22. 
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§ 5. 


Reduction der gestellten Aufgabe auf die Berechnung einer gewissen 
charakteristischen Function. 


Den Bedingungen (y.) geschieht offenbar Geniige, wenn man fiir 
V das Potential irgendwelcher Massen M nimmt, die ausserhalb des 
Conductors liegen. Demgemiss wird die in Rede stehende Aufgabe 
gelést sein, sobald es gelingen sollte, folgendes Problem zu lésen. 

Allgemeines Problem. — Man denke sich ausserhalb emer gegebenen 
geschlossenen Fliiche Q irgend welche unbekannte Massen M ausgebreitet, 
und das Potential derselben auf Punkte i innerhalb Q mit V; bezeichnet. 

Der nach dey iussern Normale v der Fliche Q gebildete Differential- 


; dV. ; : : 
quotient ——— ast auf 2 dberall gegeben, mittelst der Gleichung: 
1 oe 
ek) ds liom ie 
Es reprisentirt niimlich hier x eine gegebene Constante, und f eme ge- 
gebene, der Bedingung yf fda = 0 entsprechende Function*) des Ortes auf 
Q. — Es handelt sich darwm, das Potential V;, unter so bewandten Um- 
stiinden, ftir den ganzen Innenraum von Q zu berechnen bis auf eme 
additive Constante. 

Bemerkung. — Durch die in dem Problem an V gestellten Anforderungen 
ist diese Function V vollstiindig bestimmt, bis auf eine additive Constante. 
Solches ergiebt sich leicht mittelst des Satzes (Qf) pg. 205, indem man 
dabei einen tihnlichen Wee einschliigt, wie friiher in der Bemerkung pg. 236. 
Zur Inangriffnahme des allgemeinen Problems (1.) markiren wir 

nun irgendwo mnerhalb Q einen Massenpunkt m(a, b, €), und setzen: 
Tay Mm wast 

(2.) Ui Ua en) ae z+ Ue, 

f m : rn art . : 

wo U™ — + das Potential von m, und UC") das Potential irgend 

welcher ausserhalb 8 gelegener Massen M’ vorstellen soll, beide Po- 

tentiale bezogen gedacht auf einen beliebigen Punkt (a, y, 2). Dabei 

aber wollen wir jene Massen M’ in soleher Weise uns ausgesucht 

denken, dass U an allen Stellen der Fliiche Q der Bedingung ent- 

spricht: 


*) Die Bedingung ff fdo = 0 hat sich im Vorhergehenden ergeben aus der 
Natur der gestellten physikalischen Aufgabe. Doch sei noch bemerkt, dass die 
Formel (1.) direct diese Bedingung erheischt, wie sich solches sofort ergiebt, falls 
man auf das Potential V, |dessen Massen M ausserhalb Q liegen sollen] den Satz 
(D.) pg. 202 anwendet. 
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dU. 
(3.) a 
dv 
wo vy die aussere Normale von 2, und K eine Constante sein soll. 
Multiphcirt man mit de, und integrirt sodann iiber alle Klemente do 
der Fliche Q, so erhalt man: 

my 2 dU, 

K | do =f — do, 

e e dy 

oder, falls man fiir U den Werth (2.) substituirt: 


# a au” iE d BAGS ) 
tio == ae da -t. atiisl (6 , 


Pn 


oder, mit Riicksicht auf den Satz (D.) pg. 202: 


KQ = — 4am + 0,’ 
d.«1 
> 4mm 
(4.) Mies ae 


wo Q das Areal der gegebenen Fliche Q vorstellt. Die der Function 
U; auferlegte Bedingung (3.) bringt also ea ipsa mit sich, dass die 
Constante K keine beliebige ist, sondern den in (4.) angegebenen ganz 
bestimmten Werth besitzt. 

Dies yorangeschickt, wollen wir jetzt iibergehen zum eigentlichen 
Kern unserer Betrachtung, nimlich zeigen, dass zwischen der gesuchten 
Function V und zwischen der- soeben eingefiihrten auaxiliaren Function 
U ein enger Zusammenhang stattfindet. Dabei wollen wir [ihnlich 
wie friiher pg. 221] die Masse m/(a, b,c) als eine dusserst kleme homo- 
gene Kugel vom Centrum (a, b,c) uns vorstellen. Alsdann subordiniren 
sich die Potentiale U; und V; ohne Weiteres der allgemeinen Formel 
(A.) pg. 198: 


S{f wav —va U)dedyde Sf wee V, <) do. 


tiber den Innenraum von 


Hieraus folgt mit Riicksicht auf (2.), (3.): 


Sf wav— VA —VAU) K{ Vido, 
iiber den Innenraum von 


oder, weil V und UV innerhalb & iiberall den Gleichungen AV = 0 
und AUU” = 0 entsprechen: 
= fff Vav@dedyde = [Ua da —K f Vido. 
iiber den Innenraum yon 
Der hier auf der linken Seite stehende Ausdruck reducirt sich [mittelst 
der Betrachtung pg. 222] auf 4amV(a, b,c). Somit folgt, unter Riick- 
sichtnahme auf (4.): 
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Lanvin j=) eee tom f Vda, 


dv 
also mit Riicksicht auf (1.): 


(6.) V(a, b,c) = — -1/) Ufdo + Const. 


ox 


Die hier auftretende Constante ist = + ff V;do, mithin wnabhdngig 


von (a, b, c). Denn giebt man diesem Punkte (a, 6, ¢) innerhalb 
Q irgend welche andere Lage, so wird durch eine solche Lagenver- 
inderung wohl der Werth von U, nicht aber der von V alterirt 
werden *), 

Die Formel (5.) zeigt den gegenseitigen Zusammenhang zwischen V 
und U. Sie zeigt nimlich, dass man V in jedwedem Punkte (a, b, c) 
innerhalb Q bis auf eine von (a, b, c) unabhingige Constante anzugeben 
im Stande sein wird, sobald die auxiliare Function U gefunden ist. 
Setzen wir also jene Constante, die fiir unsere Zwecke gleichgiiltig ist 
[vgl. den Schluss von § 4 auf pg. 269], gleich Null, so gelangen wir 
zu folgendem Satze: 

Reduction des allgemeinen Problems auf die charakteristische Func- 
tion U. — Soll die Lisung V des allgemeinen Problems (1.) gefunden 
werden, so markire man irgendwo innerhalb Q einen Massenpunkt 
m/(a, b, ¢), und setze: 


(6.) C= Um) + er), 


wo U™ das Potential von m, und U? das Potential irgend welcher 
ausserhalb Q liegender Massen M’ sein soll. Sodann bestimme man 
diese Massen M’' der Art, dass der Differentialquotient 

dU, 


(7.) =e 


dv 


an allen Stellen der Fldche Q ein und denselben Werth hat. 
Alsdann wird gene gesuchte Iunction V im Punkte (a, b, c) den 
Werth haben: 


(8.) VG, b= 


Axum 


ui Ufdoa, 


wo f und x jene von Hause aus gegebenen, in (1.) erwihnten Grissen 
vorstellen. 

Die Function U kann kurzweg die charakteristische Function 
des behandelten Problems genannt werden. 


*) In der That ist ja V das in dem allgemeinen Problem [pg. 270] gesuchte 
Potential, mithin ohne alle Beziehung zu dem erst spiiter eingefiihrten auxiliaren 
Punkte m(a, 0, ¢). 
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$ 6. 
Anwendung auf die Kugel. 


Die Oberfliiche Q des gegebenen Conductors sei eine Kugelfliéche 
vom Radius A. Da die Massen M’ ausserhalb dieser Fliiche Q liegen 
sollen, so wird das von ihnen herriihrende Potential U”” fiir jedweden 
Punkt 7(@, uw, p) innerhalb Q darstellbar sein durch eine Reihe von 
folgender Form*): 

(9.) TH) = & er Yalu, 9), 

wo Y, eine Kugelfunction n* Ordnung vorstellt, Bezeichnet man 
daher die Polarcoordinaten des innerhalb Q willktirlich markirten 
Massenpunktes m(a, 6, €) mit (@m, Un, Pm), so erhalt man fiir das 
Potential 


(10.) U; = Us) + Ut) 
die Darstellung: 
as Qin 
(11.) U; = = E oni P,,(cos y) + 0” Yn (u, |, 


wo y die gegenseitige Neigung zwischen (u, m) und (u»,, pn) vorstellt. 
Dabei ist vorausgesetzt, der variable Punkt 7(@, u, m) liege der Kugel- 
fliche Q sehr nahe, der Art, dass 9g >, ist. Die in (11.) enthaltenen 
Y’s sind nun gemiss der Bedingung (7.) zu bestimmen, also der Art 
zu bestimmen, dass der Ausdruck 


2) 


= E m(n + 1) ei P, (cosy) + no" Y,. (u, ») | 


n=0 
fiir solche Punkte (9, u, p), die auf Q liegen, fiir die also 9 = A ist, 
durchweg ein wnd denselben Werth hat. Mit andern Worten: Jene Y’s 
‘sind der Art zu bestimmen, dass der Ausdruck 


wo 


S| men) sts Palcosy) + nA Yale, 9) | 


n=0 
von (u, ») wnabhingig ist. Hieraus schliesst man in bekannter Weise**), 
dass Y,(w, ») fiir n= 1, 2, 3, 4, ...den Werth haben muss: 


sheets 
(12.) Y,(u, 9) = “CES 2s P, (cos 2), 


wahrend Y, wnbestimmt bleibt. Substituirt man jetzt diesen Werth (12.) 
in (9.), und den so fiir U," resultirenden Werth in (10.), so erhiilt man: 


*) Man vgl. z. B. die Betrachtungen auf pg. 62—65. 
**) Nimlich mittelst der Zusaitze pg. 60. 
¥, Neumann, Vorl. iib. das Potential. 18 
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m S MTL (Om 
(13.) Up OY, : tae P, (cos ); 


n=1 
und dieses U; wird also allen gestellten Anforderungen entsprechen, 
welchen Werth man dabei der von (u, m) unabhiingigen Grésse Y, auch 
zuertheilen mag. 
Hiermit ist die Berechnung von U fiir die Kugel vollendet. Es bleibt 
nur noch tibrig, die unendliche Reihe (13.) zu swmmiren. Zu diesem 
Zwecke mag jener willkiirlichen von (uw, m) unabhingigen Grosse Yj 


1 ] : 
der Werth ites ee On) 


zuertheilt werden. Alsdann ergiebt sich: 


1 log 1 
U; = us =, fae On Le Sane mn a (@@,,)" P, (cos Oe 


A? 
(te n m1 


oder, falls man den variablen Punkt 7(@, wu, m) nach der Kugelfliiche 
Q hinwandern, mithin g in A iibergehen lisst: 


— 1 + log @,, — n+l oF 


wo # den Abstand des Oberflaichenpunktes (A, u, pm) vom Punkte 
M(Ony Um) Pm) bezeichnet, wihrend y, nach wie vor, die gegenseitige 
Neigung der beiden Richtungen (u, m) und (u,., @,) vorstellt. Dem- 
gemiss ist z. B.: 


m s Grn 
(15.) rom KS ee a pH P,, (cos | ; 
und 
(15a.) R= VA? + on? — 2AQm cosy: 
Aus (14.), (15.) folgt durch Subtraction: 
2m log e Sat 
16. iM [i a aed Caan _ eee ~~“ Bin 
( ) ie U R " A Te n Antt oe Df 


wo ® nur als Abbreviatur dienen soll fiir die linke Seite. 
Beachtet man nun die aus (16.) durch Differentiation nach @,, 
entspringende Formel: 


0 Son 
Om ee ee ai ~+ 5 a gett P, (cos y)¢ , 
so ergiebt sich aus (15.) sofort: 
AIST 
Om 00, = x R ’ 
also nach (15a.): 
od m 


On Sor ————= <7 : 
00, ~ Va® + 0,2 — 2AoQ,, cos y 


ili - . 
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Demgemiiss erhalt man: 


re doe 
o =m J ee —, 
@nVA oir Qin = 2Ae,, COSY, 
oder, falls man die Integration wirklich ausfiihrt: 


ths ” o0 V*# + @,,° — 24Q,, cos y + (A — @,, 608 7) 
-l ‘ Om 
oder, falls man fiir ® seine eigentliche Bedeutung (16.) substituirt, und 


zugleich Riicksicht nimmt auf (15a.): 


? 


ahs 2m m R + (A — @,, 608 y) 
oa Ts = — Flog = +S en 
Substituirt man schliesslich diesen Werth von U in (8.), so ergiebt sich: 
1 ~ £2 1 hi. --(A — 9, cos 
(18) V(a,b,0) = — ~~ J (= | log ( : : D) fd; 


so dass wir also, falls wir zur Abkiirzung r fiir 9,, setzen, zu folgen- 
dem Resultate gelangen: 

Ueber den stationaren elektrischen Stromungszustand einer Kugel. 
Die in einer homogenen Metalliugel enthaltene Elektricitit befinde sich 
mm stationdren Stromungszustande, und zwar unter der Einwirkung 
elektromotorischer Krdfte, die lediglich von der Spannung der Elektricitat 
herriihren. Ueberdies sei fiir jedwedes Oberflichenelement daw der Kugel 
diejenige Elektricitiitsmenge fda gegeben, welche durch dasselbe in der 
Zeiteinheit aus der Kugel hinausstrémt. 

Alsdann wird die elektrische Spannung imnerhalb der Kugel im jed- 
wedem Punkte (a, b, c) ohne Weiteres angebbar, niimlich von folgendem 
Werthe sein: 


1 2 of R Age : 
a tg a, 


die Integration ausgedehnt gedacht tiber alle Elemente da der Kugelober- 
fliche. Dabei bezeichnet x die Leitungsfahigheit der Kugel, A thren Radwus, 
ferner x den Centralabstand des Punktes (a, b, ¢), ferner y den Winkel, 
unter welchem der nach dw hinlaufende Kugelradius gegen r geneigt ast, 
endlich R den Abstand des Elementes dw vom Punkte (a, b, ¢). 

Aus (19.) ergeben sich alsdann durch Differentiation nach a, b, ¢ dre 

an der Stelle (a, b,c) vorhandenen Strimungscomponenten u,v, w. In 
der That werden diese Componenten die Werthe haben: 
(20.) w= — x oe Z : = — Oe ¢) 5 wm oe : 
wie solches aus den Formeln (y.) pg. 268 sofort folgt. Demgemiss sind 
z. B. die Strimungscurven nichts Anderes als die senkrechten Tra- 
jectorien der Fliichen constanter Spannung. 


iffy" 
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Das erhaltene Resultat ist z. B. leicht anwendbar auf den Fall, 
dass die Metallkugel in die Schliessung einer Galvani’schen Batterie 
eingeschaltet, sonst aber tiberall mit Luft in Beriihrung ist. Die Stelle, 
an welcher der Strom der Batterie in die Kugel emtritf, mag B, und 
die Stelle, wo er austritt, « heissen. Ferner sei dwg der in 6B mit der 
Kugel in Beriihrung stéhende Querschnitt des Zuleitungsdrahtes, und 
da der Querschnitt des in « angesetzten Ableitungsdrahtes. Dann ist 
die Hlektricitiitsmenge fda fiir jedwedes Klement dw der Kugelober- 
fliche = 0, mit alleiniger Ausnahme der Elemente dw, und daz. Fiir 
diese nimlich gelten die Formeln: 

(21.) fgdog——J und faces =+J, 

wo J die Starke des Stromes in jenen beiden Drihten reprisentirt. 

Demgemiass reducirt sich die Formel (19.) im gegenwirtigen Falle auf: 
2 2 1 Rs + A —~yr cos Yp 

(x, KR, zs 59") 

Dabei bezeichnet A wieder den jane und 7 den Centralabstand 

des Punktes (a, b,c). Ferner reprasentirt y. den Winkel, unter welchem 

der nach @ laufende Kugelradius gegen ry geneigt ist, und R, den Ab- 

stand des Punktes # vom Punkte (a,b,c). Endlich haben ys und Fz 

analoge Bedeutungen in Bezug auf den Punkt 8. 

Ist insbesondere der Kugelradius A wnendlich gross, so reducirt 
sich die Formel (22.) auf: 


aff 2 2 
(23.) V(a, b, c) hore (x. VW Re) 


CCA AG ae Te 
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Die Vertheilung der Elektriciti# auf zwei Kugeln. 


Ks handelt sich um die Ermittelung derjenigen elektrischen Be- 
-legungen, welche auf zwei isolirten Metallkugeln entstehen werden, 
sobald dieselben mit irgend welchen Hlektricitiéitsmengen geladen sind, 
unter der Voraussetzung, dass von Aussen her keinerlei Krafte auf die 
beiden Kugeln einwirken. Dieses Problem ist zuerst von Poisson ge- 
lést worden in seiner schon friiher (pg. 155) erwaihnten Abhandlung: 
Sur la Distribution de UVElectricité & la surface des Corps conductewrs, 
1812 et 1818. 

Sind U und V die unbekannten Potentiale jener beiden unbekannten 
Belegungen, so ergeben sich, wie Poisson gezeigt hat, zur Bestimmung 
von U und V zwei sogenanhte Functionalgleichungen. Und hieraus er- 
giebt sich, falls man V eliminirt, eme Functionalgleichung, in der nur 
noch U allein vorkommt, und durch deren Auflésung man zur wirk- 
lichen Kenntniss von U gelangen kann; womit alsdann der eigentliche 
Kern des Problemes absolvirt sein wird. Denn dass man in analoger 
Weise auch V berechnen, und schliesslich, auf Grund der Potentiale U 
und V, auch zur Kenntniss der Dichtigheiten jener beiden Belegungen 
gelangen kann, bedarf kaum noch der weiteren Ausftihrung. 

Bei den Untersuchungen des gegenwiirtigen Capitels werden wir 
im Allgemeinen den Poisson’schen Weg verfolgen, denselben jedoch 
verlassen bei Behandlung der schon erwahnten Functionalgleichung. 
Wiahrend namlich bei Poisson zur Auflésung dieser Gleichung mehr 
oder weniger kiinstliche Mittel, resp. eine gewisse Kenntniss der all- 
gemeinen Theorie derartiger Gleichungen erforderlich sind, werden wir 
unsererseits die Auflésung der Gleichung direct aus der unmittelbaren 
Natur des eigentlichen Problemes schépfen. Hs sei dariiber Folgendes 
bemerkt: 

Gleich zu Anfang werden wir zeigen, dass das Potential U von 
solcher Beschaffenheit ist, als riihrte es her von gewissen auf der Central- 
linie der beiden Kugeln gelegenen Massenpunkten. Solches erkannt, 
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erhalten wir fiir U einen bestimmten analytischen Ausdruck, za dessen 
vollstiindiger Fertigstellung nur noch die Bestimmung der in ihm ent- 
haltenen unbekannten Constanten erforderlich ist. 


Sodann erst werden wir tibergehen zur Aufstellung der fiir U 
geltenden Functionalgleichung. Und die Auflésung dieser Gleichung 
wird alsdann eine iiberaus einfache sein, nimlich darin bestehen, dass 
wir in diese Gleichung fiir U den soeben erwihnten analytischen Aus- 
druck substituiren, und die unbekannten Constanten des Ausdrucks so 
bestimmen, wie diese Gleichung es verlangt. U. s. w.*) 


Um Missverstiindnissen vorzubeugen, mag noch bemerkt sein, dass 
die Buchstaben A und B mit Bezug auf die erste und zweite Kugel 
in drei verschiedenen Bedeutungen gebraucht werden sollen, — was 
iibrigens im Ganzen nur zur Vereinfachung und Erleichterung der Aus- 
drucksweise beitragen diirfte. Es soll namlich unter A bald die Ober- 
fldiche der ersten Kugel, bald die auf dieser Oberfliche vorhandene 
elektrische Belegung, bald auch die Gesammtmasse dieser Belegung ver- 
standen werden. Und Analoges ist von B mit Bezug auf die zweite 
Kugel zu sagen. 


avs 


Allgemeine Sitze tiber das Potential einer Kugelflachenbelegung 
auf Sussere und innere Punkte. 


Denkt man sich eime Kugelfliiche vom Radius A in beliebiger 
jedoch stetiger Weise mit Masse belegt, und die Dichtigkeit ¢ dieser 
Belegung nach Kugelfunctionen entwickelt [Satz (19.) pg. 55]: 


(1. s— > Y,(u,9), 


*) Das gegenwirtige Capitel reproducirt, wie noch besonders erwiihnt sein 
mag, die J’. Newmann’sche Vorlesung vom Wintersemester 1856/57. Nach ganz 
anderen Methoden ist spiter das in Rede stehende Problem, unter Einfiihrung der 
dipolaren Coordinaten, von C. Newmann behandelt worden in seiner Schrift tiber 
den stationiren Temperaturzustand, Halle bei Schmidt, 1862. Von den beiden 
dort angegebenen Methoden — sie werden die geometrische und die analytische 
Methode genannt — diirfte namentlich die letztere durch besondere Kiirze und 
Kinfachheit sich auszeichnen. Dieselbe ist vom Verfasser jener Schrift, nach Ab- 
scheidung von mancherlei Ueberfliissigem, von Neuem reproducirt worden in seinen 
hydrodynamischen Untersuc hungen, Leipzig bei Teubner, 1883, daselbst pg. 263—271. 
Diese C. Neumann’sche Methode ist iibrigens auch dann anwendbar, wenn auf die 
beiden Kugeln von Aussen her gegebene Kriifte einwirken, was bei der Poisson’schen 
Methode nicht der Fall ist. 
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\ 
so erhilt man [unter Anwendung der Integraleigenschaften der Ypsi- 
lon’s p. 77] fiir die Gesammtmasse A dieser Belegung den Werth: 


(2.) = [sdo = 42 A*Y,. 


Desgleichen erhilt man fiir das Potential der Belegung in Bezug auf 
einen dussern Punkt a(o, w,p) und in Bezug auf einen innern Punkt 
2(@, u, p) die Werthe: 

y, — 174° eo e 


@ inti le) V9), 


(3) : 

a Se a 

nm dnd Sec (SF v0.0) 
Lasst man in diesen beiden letzten Gleichungen die sollicitirten Punkte 
(0, w, m) auf die Kugelfliiche fallen, also g in den Kugelradius A 
iibergehen, so folgt: 


— 2 1 
(4.) U= Us = Ui 40A 2S oy Yn (us 9), 


wo U (ohne Index) den gemeinschaftlichen Werth von U, und U; vor- 
stellen soll. Die so zu Tage getretene Gleichung 


(4a.) f U, = U; 
bietet tibrigens nichts Neues dar, sondern dient nur zur Bestitigung 
des allgemeinen Satzes (12.) pg. 173. 


Die beiden in (3.) unter den Summenzeichen stehenden Ausdriicke 
sind der Art beschaffen, dass der eine in den andern iibergeht durch 


2 
Vertauschung von @ mit * so dass man also zu folgenden Formeln 
gelangt: 
: A Ay. 
(6) (U), = (OH), mad (U), = 4 Oy: 
Q g 


von denen z. B. die erste, in Worten ausgedriickt, folgendermassen 
lauten wiirde: Der mit dem Argument 0 behaftete Ausdruck U, ist, 


abgesehen vom Factor =, identisch mit demjenigen Werthe, den der 


. 4 2 
Ausdruck U; annimmt, sobald man in ihm das Argument @ durch 3 
ersetzt. 

Die Formeln (5.) zeigen also, wie man z. B., falls das innere 
Potential bekannt ist, lieraus, mittelst einer einfachen Substitution, das 
diussere Potential zu finden vermag. Und es sind daher diese Formeln 


(5.) von ganz besonderer Wochtigkert. 
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Dabei sei noch Folgendes bemerkt: Zwei Punkte, die auf demselben 
vom Kugelcentrum ausgehenden Strahle liegen, und deren Central- 
abstiinde den Kugelradius zum geometrischen Mittel haben, heissen zu 
einander conjugirte Punkte. Sind also a und 7 zwei derartige Punkte, 
ferner g, und g; ihre Centralabstiinde, so ist 9,9; = A®. Bringt man 
nun die Formeln (3.) auf diese beiden Punkte in Anwendung, indem 
man dieselben gleichzeitig noch mit Yo, und Yo; multiplicirt, so 
erhalt man: 


a= 4n A? ~~ 1 AN\n 

Us Vea ve = Seal (=) Yn(u, 9), 
= —-~ i e; \" 

Ui Voi = 42 AV 0; = In+i Ce) Y,, (u, 9). 


Hieraus aber folgt, weil 0,0; = A® ist, sofort: 
(6.) Ua Vou = U: Voi. 


Und diese Formel zeigt von Neuem den engen Zusammenhang, der zwischen 
dem dussern und innern Potential stattfindet. Sie zeigt niimlich, wie 
man, falls der Werth von U in irgend einem innern Punkte 7 bekannt 
ist, hieraus sofort den Werth von U in dem conjugirten dussern Punkte a 
abzuleiten vermag. . 

Lasst man in der zweiten Formel (3.) das @ zu Null herabsinken, 
so ergiebt sich: 

(Ui) <0 = 472A Yes 
also mit Riicksicht auf (2.): 
A 

(1) (Ti)p.g = 


Also der Satz: Wie beschaffen die auf der Kugelfliche ausgebreitete elek- 
irische Belegung auch sein mag, stets wird ihr Potential auf den Mittel- 
punkt gleich sem der Gesammtmasse der Belegung, dieselbe noch dividirt 
durch den Kugelradius. 

Noch weitere Resultate sind aus den Formeln (3.) ableitbar. 
Differentiirt man nimlich dieselben nach e@, und lasst man sodann die 
sollicitirten Punkte (9, w, m) auf die Kugelfliche fallen, also @ in A 
tibergehen, so erhilt man: 


OU, = n+ 1 

ere e AnD aT Yn (ts, 9), 
(8.) 

ou, 2 


D ee ae ag Yn (u, 9). 


g n=0 
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Hieraus folet durch Subéraction, und mit Riicksicht auf (1.): 


10, «4, 
(9.) Go. = 4me, 


eine Hormel, die allerdings nichts Neues bietet, vielmehr nur als eine 
Bestiitigung des allgemeinen Satzes (11.) pg. 171 anzusehen ist. Anderer- 
seits aber ergiebt sich aus den Gleichungen (8.) durch Addition, und 
mit Riicksicht auf (4.): 


OW nceu, G 
(10.) Te oe Sa aes 


Schhesslich folgt aus (9.) und (10.) durch Addition, respective Sub- 
traction: 
{65 U, 


(11.) at 


Betrachtung des besondern Falles, dass die Belegung der Kugel- 
fiiche symmetrisch ist in: Bezug auf einen Durchmesser derselben. 


Ist die Belegung der Kugelflache symmetrisch in Bezug auf einen 
Durchmesser, z. B. in Bezug auf die Axe des Polarcoordinatensystems, 
so wird die Dichtigkeit « der Belegung nur noch eine Function von w 
sein, also [Satz (8.) pg. 85] entwickelbar sein nach den P,(u): 


(12.) c= SH Paw), 


wo die H’s Constanten sind. Diese Formel (12.) steht parallel der 
fritheren Formel (1.). Alle friiheren Sitze und Gleichungen sind daher 
auf den gegenwirtigen Fall einfach dadurch tibertragbar, dass man 
Y,(u, p) mit H, P, (w) vertauscht. Demgemiiss ergiebt sich z. B. 
aus (3.): 


(13.) —=- Se onal i: P,(u), 
(14.) U; =42A SH Mey sea (Ey Pw 


und aus der letzten Formel ergiebt sich, falls man daselbst w = -+ 1 
oder = — 1 macht [unter Riicksicht auf (€.), (7.) pg. 32]: 
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o 1 0 \n 

te) (papi = At DS Ha ate (4) 
ry es 1 — Q n 
ed (pans = 4A SB spa (Ge) 


Bezeichnet man aber im diesen beiden Formeln (15.), (16.) die rechte 
Seite der einen mit f(@), so ist offenbar die rechte Seite der andern 
= f(—e); so dass man also zu folgendem Satze gelangt: 

Erster Satz. — Ist die Belegung einer Kugel symmetrisch in Bezug 
auf eine durch das Centrum gehende Axe, und denkt man sich Aas innere 
Potential dieser Belegung fiir alle Punkte der positiven Axe gegeben 
= f(o), so wird dasselbe fiir die Punkte der negativen Axe ebenfalls 
bekannt, nimlich = f(—@) sem. 

Aber es ergeben sich aus der Kenntniss von f(@) noch viel weiter 
gvehende Consequenzen. Denkt man sich nimlich die gegebene Function 
f(@), welche den Werth von (U;),_, reprisentirt, nach Potenzen 


von @ entwickelt: 


e) (UW), =f) =K+ Ket Ket-::, 

so folgt durch Vergleichung dieser Entwicklung mit (15.): 
2% ity y, 

(18.) Jah as ry wa A Ba debs 


Die Kenntniss von f(@) lefert also die Kenntniss der A’s, und sodann 
auch die der H’s, also nach (12.), auch die Kenntniss von «. Also 
der Satz: 

Zweiter Satz. — Ist die Belegung einer Kugel symmetrisch in Bezug 
auf eine durch das Centrum gehende Axe, und denkt man sich das innere 
Potential dieser Belegung fiir die Punkte der positiven Axe gegeben 
=f[(@), so wird diese Kenntniss von f(@) bereits ausreichend sein zw 
Bestimmung der Dichtighert der Belegung, mithin auch zur Bestimmung 
des von der Belegung auf alle imnern und dussern Punkte ausgeiibten 
Potentials. 

Wir bringen diesen merkwiirdigen Satz auf ein einfaches Beispiel 
in Anwendung. Es sei gegeben: 


1 ‘ 1 {D\n 
(ar.) Clay e, — CLD? d. lL = = C ee 0”, 
wo C, D gegebene Constanten sind. Alsdann ist nach (17.): 
1 (D\r 
Ka= oo) 


also nach (18.): 


ay) ae 2n+1 Fare 
Hy, = Avs. 
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also nach ee) (13.), (14.): 


ae 1 DA\n 
a a Sen +1) (3 ) Die 
- A ~ (DAA\n 
(B) Uo ce | ce) Pole, 


Diese drei Reihen sind tibrigens leicht summirbar. So hat z. B. die 


letzte den Werth [vgl. (16.) pg. 34]: 


(y. eae ee 
) VC? -+ D?o? — 20 Deu 


SS) 
Anwendung auf die Frage nach der elektrischen Vertheilung. 


Hine isolirte*) und mit der elektrischen Ladung A versehene Metall- 
kugel vom Radius A sei der Kinwirkung irgend welcher dusserer elek- 
trischer Massenpunkte WM, (A,, 4,, 9,), My (Ag, Ue, Po), -»» Ma(An, tn; Pn) 
ausgesetzt. Hs soll die Dichtigkeit « der unter so bewandten Um- 
stinden auf der Kugeloberfliche entstehenden elektrischen Belegung, 
sowie auch das Potential U dieser Belegung auf Aussere und innere 
Punkte niher bestimmt werden. 

Um diese Aufgabe zu loésen, bemerken wir zuvérderst [vgl. den 
Satz p. 158], dass das elektrische Gesammtpotential fiir alle Punkte 
i(o, u, p) tmnerhalb der Kugel constant sein muss, dass also die Formel 


*stattfinden muss: 
MM, 
eu. U; - s = Const, ==. G. 
( ) ie = VA,” + 9? — 24,0 cosy, ‘ 
wo 7, die Neigung der Richtung (wu, m) gegen (us, gy.) vorstellt. Lassen 
wir nun den sollicitirten Punkt i(0, u,m) m das Centrum der Kugel 
hineinfallen, also @ = 0 werden, so folgt mit Rticksicht auf (7.): 


A ME 
(19 a.) TAP erga 
Substituiren wir aber diesen Werth von G in (19.), so ergiebt sich: 
(20.) ie e a! 2)- > 24 M, ; 
fe ae inh Vader 2A,0 cos y, 


Nachdem in solcher Weisé das innere Potential U; der Belegung voll- 


*) Nur, um die Vorstellung zu fixiren, betrachten wir eine ‘solirte Kugel. 
Der Uebergang zum Fall der abgeleiteten Kugel ergiebt sich leicht. Vgl. die 
Bemerkung pg. 285. 
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stiindig berechnet ist, kénnten wir nun hieraus, mittelst der zweiten 
Formel in (11.), sofort die Dichtigkeit « der Belegung finden. Obne 
uns aber hierauf weiter einzulassen, wollen wir sogleich tibergehen zum 
diussern Potential U, der betrachteten Belegung. Dieses ist aus U; (20.) 
ableitbar mittelst des allgemeinen Satzes (5.), und hat daher, wie sich 
leicht ergiebt, den Werth: 


oY M,, AM, 
(a 4+ Az) z) o 
(O10 5 Uj es se _ 


0 = TAA ce 
Vert (G)— 2G) on 


Die hier im Nenner stehende Wurzelgrésse reprisentirt offenbar die 
akg des sollicitirten Punktes (9, 4,q) von demjenigen festen 


Punkte (3 ela pr); welcher zum Punkte M;,(A;, ux, px) in Bezug 


auf die Racelonehaere conjugirt ist. Demgemiiss enthalt die Formel 
(21.) folgenden Satz: 


Erstes Theorem. — Betrachtet man die auf eimer isolirten Metall- 
kugel durch wrgend welche dusseren elektrischen Massenpunkte M,, M,,... My 
inducirte Belegung, so wird das Potential dieser Belegung nach Aussen 
hin von genau derselben Beschaffenheit sein, als riihrte es her von gewissen 
imnern elektrischen Massenpunkten : 


(22.) Maire Mapa Mies 

von denen der erste um Kugelcentrum a gelegen ist, wihrend die tibrigen 
au M,, M,,... M, m Bezug auf die Kugeloberjliche conjugirt sind. 
Die Massen dieser Punkte sind folgende: 


M 
M=A+435-—, 
(23.) h 


Daber bezeichnen A,, Ag, ... A, die Centralabstinde der Punkte M,, 
M,,... M,, ferner A den Kugelradius, und endlich A die Gesammt- 
masse der betrachteten, auf der Kugeloberfliche ausgebreiteten clektrischen 
Belegung. 

Bilden die Punkte M,, M,, etc. zusammengenommen eine Kugel- 
fiche, so bilden die conjugirten Punkte M,, My, ete. ebenfalls eine 
Kugelfliche*). Diese beiden Kugelflichen — sie mégen M und M 
heissen — liegen der Art zu einander, dass die Spitze ihres gemein- 
schaftlichen Umhiillungskegels mit dem Centrum a der Metallkugel 


*) Vgl. die Erlauterung am Schluss dieses Paragraphs. 
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coincidirt. Ueberdies befindet sich M innerhalb der Metallkugel, wih- 
rend IM ausserhalb derselben liegt. Also der Satz: 

Zweites Theorem. — Betrachtet man die auf einer isolirten Metall- 
kugel durch eme dussere elektrische Kugelfliche M inducirte Be- 
legung, so wird das Potential dieser Belegung nach Aussen hin von 


derselben Beschaffenheit sein, als riihrte es her vom Centrum a der Metall- 
kugel und daneben von derjenigen innern Kugelfliche M, welche zu M, 
im Bezug auf die Metalikugel, conjugirt ist. (Vel. die vorstehende 
Figur.] - 

Mit andern Worten: Die durch M auf der gegebenen Metalikugel 
inducirte Belegung wird, was thr Potential nach Aussen hin betrifft, 
ersetzbar sein durch a und M. — Dieser einfache Satz bildet das eigent- 
‘liche Fundament der im nichstfoleenden Paragraph anzustellenden 
Betrachtungen. ; 

Beiliinfige Bemerkung. — Denkt man sich die betrachtete Metallkugel 
zur Erde abgeleitet, so wird die Constante G in (19.) offenbar = 0 [Dritter 
Satz pg. 159]. Folglich wird in diesem Falle der Ausdruck (19a.), also 
nach (23.) auch M zu 0 werden. 

Die auf einer zur Hirde abgeleiteten Metallkugel durch dussere elek- 
trische Massenpunkte M,, M,, ... M, inducirte Belegung wird daher nach 


Aussen hin ein Potential besitzen, welches von derselben Beschaffenheit ist, 
als rihrte es her von den zu M,, M,,... M,, conjugirten Massenpunkten 


AM, AM, AM, 


MS As RAE? F aaa M,, A 


n 

Dieser Satz ist fiir den Specialfall » = 1 schon friiher [am Schluss des 
§ 11 auf pg. 186] mitgetheilt worden. 

Erliuterung zu pg. 284. — Zuvérderst mag folgender Satz bewiesen 
werden: Ist in der Ebene ein Kreis A vom Radius A und Centrum O, wnd 
ausserhalb dieses Kreises irgend eine Kreisperipherie S gegeben, und 
construirt man zu jedwedem Punkte x der Peripherie S den in Bezug auf A 
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conjugirten Punkt &, so werden diese Punkte & in ihrer Gesammthert wiederum 
eine Kreisperipherie bilden, und zwar eine Peripherie, die innerhalb 
A liegt. 

Beweis. — Man lege von O aus durch die Peripherie S eine beliebige 
Secante Oxy, ziche tiberdies die beiden Tangenten Oc, Od und construire 
mc, d, « die in Bezug auf A conjugirten Punkte y, 0, § Alsdann ist 

(Ox) (08) = (Oc) (Oy) = (Od) (08) = A?; 
woraus z. B. folgt: 
A (O&y) ~ A(Ocz). 
Demgemiiss ist, was die Winkel anbetrifft: 
(Ofy) = (Ocz), 
oder, was dasselbe ist: 
(Oy) = (cay) — (cOz). 


ue 
ve 
[an 
ae as a 
7 | oY 
" dc ae 
wearin dll 
San aaa 
de ae os ae 
i me 
bl aoe ing 
y rE x ae 
/ ee +) Ss \ ae 
ye yo ie is) 
2 an, \ 


Desgleichen erhiilt man: 
(0£0) = (dxy) — (402), 

und sodann durch Addition der beiden letzten Gleichungen: 
(y§0) == (cad) — (cOd). 


Lasst man nun die Secante Oxy um O sich drehen, mithin den Punkt x 
lings der gegebenen Peripherie S fortgleiten, so wird der Winkel (exd), 
als Peripheriewinkel, constant bleiben. Gleiches gilt daher, zufolge der 
letzten Formel, auch vom Winkel (y&0). Und hieraus folgt, dass der 
Punkt € einen Kreisbogen beschreibt. U. s. w. 

Zum Schluss. — Nachdem der angegebene Satz in solcher Art bewiesen 
ist, erkennt man sofort, dass im Rawme dex entsprechende Satz tiber Kugel- 
fldchen gelten wird, Hiermit aber ist alsdann die oben (pg. 284) gemachte 
Behauptung gerechtfertigt. Daselbst ist tibrigens das Centrum von A nicht 
mit O, sondern mit a bezeichnet. 
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$ 4. 
Das eigentlich zu behandelnde Problem. 


Ks sind zwei isolirte Metallkugeln mit den Centren a, b, den 
Radien A, 5, und der Centraldistanz C> (A -+ B) gegeben. Es sollen 
diejenigen elektrischen Belegungen A und B niaher bestimmt werden, 
welche auf diesen beiden Kugeln entstehen, sobald jede derselben 
elektrisch geladen ist. 

Offenbar kann man A als die auf der ersten Kugel durch B indu- 
cirte Belegung, und ebenso umgekehrt B als die auf der gweiten Kugel 
durch A inducirte Belegung ansehen. Diese einfache Vorstellungsweise 
kann, mittelst der im letzten Paragraph erhaltenen Theoreme, mannig- 
faltig abgeiindert, und unsern eigentlichen Zwecken besser dienstbar 
gemacht werden. Wir kénnen namlich folgendermassen risonniren: 

Die Belegung A wird, weil sie als die durch B inducirte Belegung 
angesehen werden darf, dem zweiten Theorem pg. 285 sich subordiniren, 


<< A 
SS 
< 
\ 2 
age ae ag 
Je% ) 
i 
i i 
- Te aile Z A) a => a B 
ied ee [ Bere a) ' 2 Vo ees 25h) ee 
ae © sy \ es 6 


I 
u ae 
und also, was ihr Potential nach Aussen hin betrifft, ersetzbar sem 
durch das Centrum a und durch die zu B (in Bezug auf A) conjugirte 
Kugelfliiche A,; was angedeutet sein mag durch: 


A= (a, A). 


Dieses Potential von A nach Aussen hin ist es aber, durch welches 
die Belegung B inducirt ist. Und in Folge der soeben genannten Hr- 
setzbarkeit kommt es also auf dasselbe hinaus, ob man B wirklich 
durch A, oder aber durch a, A, inducirt sich vorstellt. Acceptirt man 
aber die letztere Vorstellungsweise, so ergiebt sich aus dem ersten und 
zweiten Theorem, dass die Belegung B, was ihr Potential nach Aussen 
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betrifft, ersetzbar ist durch das Centrum 6 und durch die zu a, A, Gn 
Bezug auf B) conjugirten Gebilde b,, B,; was angedeutet werden mag 
durch: 

B= 6, 6,, B,). 

Dieses Potential von B nach Aussen hin ist es aber, durch welches 
die Belegung A inducitt ist. Und in Folge jener Ersetzbarkeit wird 
es daher einerlei sein, ob man A wirklich durch B, oder aber durch 
b, b,, B, sich inducirt vorstellt. Acceptirt man aber die letzte Vor- 
stellungsweise, so ergiebt sich aus dem ersten und zweiten Theorem, dass 
die Belegung A, was ihr Potential nach Aussen hin betrifft, ersetzbar 
ist durch das Centrum @ und durch die zu 6, b,, B, (in Bezug auf A) 
conjugirten Gebilde a,, a,, A,; was angedeutet werden kann durch: 


A = (@, a, a, As). 


Wenn man dieses Risonnement weiter und weiter fortsetzt, so 
findet man, dass das Potential von A nach Aussen lin der Art ist, als 
riithrte es her von (#2 -+ 1) imnerhalb A gelegenen Massenpunkten a, 
4, My, ... @ und daneben von einer ebenfalls innerhalb A gelegenen 
kleinen Kugelfliiche A,41. All’ jene (2 -+ 1) Punkte, und ebenso auch 
der Mittelpunkt von A,+1 befinden sich auf der Centrallinie ab. Denkt 
man sich die Zahl m unendlich gross, so geht die Kugelfliche A,+1 
in einen Punkt tiber; so dass man also zu folgendem Resultate gelangt: 

Das Potential von A nach Aussen hin ist von solcher Art, als 
_ rihrte es her von unendlich vielen auf der Centrallinie ab befindlichen 
Massenpunkten : 


CEs) a, ay Ay as My; po ea ake sale 
die von a aus, in der Richtung ab, auf einander folgen, dabei aber durch- 
weg innerhalb der Kugelfldche A legen. 

Und ebenso wird andererseits das Potential von B nach Aussen 


hin der Art sein, als riihrte es her von unendlich vielen auf ab befind- 
lichen Massenpunkten: 


(Q.) eS eek eel ) 
die von b aus, im der Richtung ba, auf einander folgen, daber aber 


durchweg innerhalb der Kugelfliche B bleiben. Markirt man also z. B. 
auf ab innerhalb der Kugelfliche A einen Punkt p: 


| a el cal SS 

a aP a b 
und bezeichnét man die Abstiinde der Punkte p, b,, b,, b;, ete. vom 
Centrum b mit 6, 6,, 6, 63, etc., so wird das von der Belegung B 
auf p ausgetibte Potential V, einen Werth haben von folgender Gestalt: 
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: o MM 
(R,) ee Se 


——_ , 
m=1 w on, 


wo M, M,, M,, M;, etc. die den Punkten b, 0,, by, b;, etc. bei- 
zulegenden Massen vorstellen. Von dieser Formel ist weiterhin Ge- 
brauch zu machen. 


Bemerkung. — Denkt man sich irgend welche Punkte 1, 2, 3, 4, 5, etc., 
und zwar der Art, dass 1 und 2 in Bezug auf die Kugelflache A zu einander 
conjugirt sind, dass ferner 2 und 3 zu einander conjugirt sind in Bezug 
auf B, sodann 3 und 4 conjugirtt in Bezug auf A, u. s. f., so kann man 
soleches etwa andeuten durch das Schema: 


Sy FB) SA) 2B) & Bee (A) SG ete. Btw 
wo A und B alterniren. 
Soleches festgesetzt, sind alsdann die Punkte (P.), (Q.) folgendermassen 
definirt: 
b — (A) — a, — (B) — 8, — (A) — a, — (B) — 0, — (A) — a; — ete. etc., 
a — (B) — 6b, — (A) — a, — (B) — db, — (A) — a, — (B) — 0, — ete. ete. 
Desgleichen sind auch die Definitionen der Kugelflichen A 
durch die Schemata: 
Be hy a (By By = (A) — As = (B) 8, — ete, ote, 
Ae Bae (Aiea wf 2 (B) =P. 2 (Ali A,, olen eke, 


Die Bezeichnungen sind, wie man sieht, der Art eingerichtet, dass alle 
a,, A, innerhalb A, und andererseits alle b,, B, innerhalb B liegen. 


B, andeutbar 


hh? 


§ 5. 


Der eigentliche Kern des Problemes besteht in der Berechnung 
zweier Functionen /(0) und (6). Aufstellung einer Functional- 
gleichung fiir f(@). 


Das elektrische Gesammtpotential muss fiir alle Punkte ¢ aner- 
halb A, und ebenso auch fiir alle Punkte j immerhalb B constant sein 
[Satz pg. 158]. Bezeichnet man also die von A und B, eingeln ge- 
nommen, herriihrenden Potentiale mit U und JV, so miissen die For- 
meln stattfinden: 


(1.) U; + V; = Const. = G, 
(2.) U; + V; = Const. = H. 
Dabei sei daran erinnert, dass die Centra der beiden Kugeln mit a, 6, 


ihre Radien mit A, B, und ihr Centralabstand mit C> (A -+ B) be- 


zeichnet worden sind. 
F. Neumann, Vorl. tib, das Potential. 19 
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Betrachtet man einen lings der Centrallinie ab verschiebbaren 
Punkt p: 


(3.) R | , 


p 


so sind die Werthe von U und V im Punkte p als Functionen von 
@ = (ap), oder auch als Functionen von 6 = (bp) anzusehen; so dass 
man also z. B. schreiben kann: 

(4.) Up =f(9) und Vy = (9). 

Der eigentliche Kern des ganzen Problemes besteht nun darin, dre 
Function f(@) fiir @o< A, und die Function y(e6) fir 6< B mu be- 
rechnen. Denn kennt man z. B. die Werthe von f(g) fir @ < A, so 
wird man sofort [vgl. den zweiten Satz pg. 282] das von der Be- 
legung A ausgeiibte Potential U fiir simmtliche Raumpunkte, und 
zugleich auch die Dichtigkeit dieser Belegung anzugeben im Stande sein. 
Und Analoges wird offenbar fiir V und die Dichtigkeit von B gelten 
mit Bezug auf (6). 

Um nun die Werthe von f(g) fiir 9 < A, d. i. innerhalb A, wirk- 
lich zu berechnen, werden wir zuvoérderst fiir diese Werthe eine ge- 
wisse Lunctionalgleichung aufstellen. Zu diesem Zwecke markiren wir 
auf der Centrallinie ab, und zwar innerhalb A, irgend einen Punkt p, 
construiren den zu p in Bezug auf B conjugirten Punkt p,, und sodann 
den zu p, in Bezug auf A conjugirten Punkt »,. 


Bezeichnen wir die beiden Centralabstiinde des Punktes p, ebenso 
wie in (3.), mit g, 6, ferner die Centralabstiinde des Punktes p, mit 
0;, 6, und die von p, mit @,, 6), so ergeben sich aus (1.), (2.) und 
aus dem Satze (6.) pg. 280 folgende Gleichungen: 
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(a.) Up + V, =G, | (B.) V, Vo= Vo, Vo,, 
(y.) Up, = Vp, ae Hi, | (0.) Up, Vo. aah OR Ve. 
Aus (a.); (B.) folgt durch Elimination von V,: 

(«) Up =G—V,, V2. 


Hieraus folgt weiter, falls man fiir V,, den Werth aus (y.) einsetat: 


Rien 7 6, 
(&) Up = G@— HVE + Op V4, 
oder, falls man jetzt fiir Up, den Werth aus (0.) substituirt: 


) U6 — HV 5+ V2 Ve 


Die Gleichungen (¢.) und (y.) sind, mit Rticksicht auf (4.), auch so 
darstellbar: 


(E) fle) = 4 — 9(,) V%, 
(H) fe) =@ - HV 2+ fe) V2 V®- 


- Diese letzte Formel entspricht unsern Wiinschen. Denn sie reprii- 
sentirt eime Gleichung zwischen f(@) und f(@,), d. i. zwischen zwei 
Werthen der Function f, die beide innerhalb A liegen. Uebrigens kénnen 
wir dieser Formel (H.) und der vorhergehenden (E.), indem wir fiir 


6, 6;, Q;, Q2 die aus den gegenseitigen Beziehungen der Punkte p, p,, pp 
sich ergebenden Werthe: 


substituiren, auch folgende Gestalten geben: 


6) fe@)=G—g2 v(g=), [e<4l, 


; “ HB AB A?(C — 0) 
QQ) fe)=6 -f 2 + ghee Goa) <4), 
wo @ als Abbreviatur dient fiir: 


(8.) Q=— CO — B; 


9 
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so dass also dieses @ das Quadrat der vom Centrum a aus an die 
Kugel B gelegten Tangente repraisentirt. 

In dieser neuen Gestalt ist die letzte Formel (7.) zu bezeichnen 
als eine Functionalgleichung fiir f(@), die giiltig bleibt. fiir alle 
Werthe von @ zwischen den Grenzen Null und A. Auf Grund dieser 
Functionalgleichung werden wir f(@) im folgenden Paragraph wirklich 
berechnen. — Einstweilen sei noch bemerkt, dass die Gleichung (6.) 
fir 9 =0, und mit Riicksicht auf den Satz (1) pg. 280, die Gestalt 
erhialt: 


a Ama 4 9(%) 


und dass in analoger Weise sich offenbar auch folgende Gleichung 
ergeben wird: 


(@b) Sire dae we 
Dabei reprisentiren A und B die Gesammtmassen der auf der ersten 
und zweiten Kugel ausgebreiteten elektrischen Belegungen. 


§ 6. 
Berechnung der Function /(g). 


Fiir jedweden auf ab innerhalb A gelegenen Punkt p gilt die 
Gleichung (1.): 
U, + V, = G. 


Hieraus folgt mit Riicksicht auf (4.): 
fo) = G — Vase le Al, 
also mit Riicksicht auf (R.) pg. 289: 


= eRe 
(10.) [OsGraGa., WH Al, 


wo die M,, 6, Constanten vorstellen. Und zwar ist: 

(10 a.) oo = 0, 

wihrend alle tibrigen Constanten M,, 6, unbekannt sind. Selbstver- 
stindlich reprasentirt die Variable « den Abstand des betrachteten 
Punktes p vom Centrum 0, ebenso wie @ seinen Abstand von a vor- 
stellt. Demgemiss ist ¢@ = C — g; so dass man also die Formel (10.) 
auch so schreiben kann: 


(11) fe) = Oe > Cae 


ao 
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oder, falls man 


£2. pice We ee Vannes Or: 
(12.) o B. und MM, é. 


setzt, auch so: 


(13.) fe) = G+ wee lous Ale 


a, are Q? 
Es handeli sich jetzt also darum, die unbekannten Constanten a, B, y 
der Art su bestimmen, dass die Function f(@) der in (%.) aufgestellten 
Functionalgleichung Geniige leistet. 
Substituirt man fiir f(@) den Werth (13.) in jene Functional- 
gleichung (7.), so nimmt die rechte Seite derselben die Gestalt an: 


ee n(@ — Ce) | 
a n 

ees {e+ «, (Q — Co) — f, AC — @)|” 
d. i. folgende Gestalt: 
ey 7 1 (—HB), GAB < y,AB 

Sep ee . : 
(é.) G T 5 ag tga te (a, — f, 470) — («,0- 6, 4%)e’ 
x B ane Caste, 


wihrend ihre linke Seite lauten wird: 


Soll also jene Functionalgleichung erfillt werden, so miissen diese 
Ausdriicke (&) und (y.) hinsichtlich der Variablen @ unter einander 
identisch werden. Solches aber wird erreicht, wenn man die in (y.) 
den Stellenzahlen 


n=O, <1, #=2,° °n=3,.w=—4,., ete. 
entsprechenden Glieder respective mit den Gliedern 
i B, G,, G,, C,, ete. 


des Ausdruckes (£.) zur Uebereinstimmung bringt, also dadurch erreicht, 
dass man die unbekannten Constanten a, 6, y folgenden Relationen 


unterwirft*): 


*) Was diese auf der folgenden Seite in (14.) angegebenen Relationen betrifft, 


so ergiebt sich aus denselben z. B.: ie = 0, d.i. nach (12.): C—o,=C, di: 


0 


6, = 0; was in Einklang steht mit (10a.). 
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a,=C By = 1 fois ae 


0 
a= @ B, =C |», =ABG | 
| a? 7 i —— - = —_ | _ ee 
(14.) | %@=MP— BAC | p= mC — PA | = ABM 


a, = a, @ — Br APC By = «@,C — B, A® | Ys =ABy, 
ty == ty Y — By APC B, = a,0 — B,.A* Y= AB, 


ete. ete. ete. ete. ete. 


Mieraus folgt sofort: 


% =— BH, 7, = (AB)G, 

y= — (AB)BH, ys — (ABYG, 

ye = — (ABBE, 13 (AB)*G, 
ete. ete. 


oder, falls man diese Werthe der y’s in (13.) substituirt: 


? : mae 1 AB (AB)? - 
(15.) f(o) = BH (==; + we, — Bre . w, — Bye a ) 
(AB)? (A B)® ee 
+60+ 5+ S++ 


Fiihrt man nun, um eine bessere Symmetrie und Uebersichtlichkeit 
hervorzubringen, fiir die Constanten «, 8 eine etwas andere Bezeich- 
nungsweise ein, indem man setzt: 
) & =A; a, =A, a, = Ay, sbon Og, = Ax, .. -, 
&=B8,, &=B,, B—B,, ... | Ba —By.--, 
und andererseits: 
=A =a AS = he seg te 
@ =A, a= A*, @ = AS, ... Gua —AP)..<- 
by Be — Be one ans 
B, = B,*, 6s = B*, 6; =B,*, ... Bear = Bi*,.. ., 


so gewinnt die Formel (15.) die Gestalt: 


(16a. 


(16b.) 


~ (AB — (AR 
fe) = — BH J SS, y" s+ et 3 3 ,,), 
oder, noch einfacher fae eee folgende Gestalt: 
¥ of aE) Le — (AB) 
Ct) (OQ — BE 2 ae HES eae 


wo alsdann unter A)* und B,* zwei neve Constanten zu verstehen sind, 
deren Werthe lauten: 


(18.) A*=1, B®=0. 


ae 
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Gleichzeitig zerfallen die ftir die a, 6 aufgestellten Relationen (14.) 
bei Hinfiihrung der neuen Bezeichnungsweise (16a., b.), und unter Zu- 
ziehung der Formeln (18.), in folgende Tabelle fiir die A, B: 


ALO een 
| 1=A,Q—B,4°C | B, =A,C—B,4? 
(19.) A, =A,Q—B,47C| B, = A,C—B, 
A, =A,Q@ —B,4?C | B, =A,C—B, A? 
ete. A ete. 


und in folgende zweite Tabelle fiir die A*, B*: 


2 Vom B,* = 0 
es At = AQ — B,*42C | Bt = A*C — B,* A? 
(20) | AF = AQ —B,*4°C | B* = A*O— BA? 
A,* = A,*Q — B,* 42°C | B,* = A,*C — B,* 2? 
| ete. ete. 


Die Berechnung der Function f(@) wird also vollendet sein, sobald 
wir die Werthe der in (17.)° enthaltenen Constanten A, B und A*, B* 
mittelst dieser beiden Tabellen (19.) und (20.) wirklich ermittelt haben 
werden. Nun ist nach (19.): 


(a.) A, = An—1Q = Bees APC und B, = Ayana = Bay An 
Aus der Formel links folgt: 


QA, 1 = A, 
(B.) B,—1 G, ey Cyc ae, 
also durch Vertauschung von » mit ( + 1): 
QA, ap Dey 
(7) 2 pegs 0 oe 


Substituirt man diese Werthe ((.), (y.) in die Formel (a.) rechter Hand, 
so erhilt man nach gehdériger Reduction und mit Riicksicht auf (8.) 
zur Bestimmung der A’s die Gleichung: 

(21.) Pat pose (A rape A? ae B*)A, + AAs es O . 

Setzt man hier A, = @”, so erhdlt man fiir @ die quadratische Glei- 
chung: 

(22.) wo? — (C? — A? — B’)a + A’ B’ = 0, 
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deren Wurzeln @,, @, den Relationen entsprechen: 
o, + @ = C? — A? — B’, 
Oy Os. == A 
Der Gleichung (21.) geschieht also Geniige, wenn man 
(23.) . An = 4,0," + A, 00,” 
setzt; woraus alsdann fiir das in (y.) angegebene B, der Werth re- 
sultirt: 


(22a.) 


ee QA, o," +4, o,”) = (a, a a 1,0," **) 
Peay A? CG ’ 


d. i. der Werth: 
(24.) Bee | Oma aes ea, 


AC 


Um die noch unbekannten Constanten 4, und A, zu finden, dienen 
die Formeln erster Zeile in der Tabelle (19.), d. i. die Formeln: A, =C 
und B, = 1. Mit Riicksicht auf diese ergiebt sich niimlich aus (23.) und 
(24.) fir n = 0: 

Bea): + As, 
A?C = 4,(Q — @,) + 4,.(Q — @,); 
und hieraus folgt, unter Riicksichtnahme auf (8.) und (22a.): 
Ge: and 7, OP 


@, — @, @, — @, 


A, = 


Substituirt man endlich diese Werthe von 4,, A, in die Formeln (23.) und 
(24.), so erhilt man, mit abermaliger Riicksicht auf (8.) und (22a.): 
Ae Ol Ga iy tea 
An = A?*(@, — @,) 4 
(25.) : 3 
p, — (42 +4,)0,"F! — (4? + @,)o,"F4 
rst, A*(@, — @) 

In analoger Weise sind die A*, B* aus der Tabelle (20.) bestimm- 
bar. Man erhilt dabei offenbar ftir diese A*, B* genaw dieselben 
Werthe, welche in (23.), (24.) fiir die A, B aufgestellt sind. Ein Unter- 
schied tritt alsdann aber ein bei der Berechnung von 4, und 4,; welche 
hier zu erfolgen hat auf Grund der in (20.) angegebenen Anfangs- 
formeln: A,* == 1 und B,* = 0. Man erhalt in solcher Weise ftir die 
A*, B* die Werthe: 


Kises (A? + @,)0,” — (A* + @,)@,” 
(26.) rae 
Be O(o," — oy") : 
Substituirt man schliesslich die Werthe (25.), (26.) in (17.), so 
erhilt man: 
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oO 


¢ > ae AB)” (@, — @,) 
27.) f@e=Gs nes i 
( ; OTR [(.A2 an @,) 0,” i(AP oe @) 0," | eo [C(o,” = «,")\e 
ma ¥ (ART (@, — @,) 
 [4*C(0,°T— 0," +4)] — [(4? + 0) 0,7 +1 — (4? + 0) 0," F Jo 


Hiermi ist die Berechnung von f(g) vollendet. Denn ow, und a, sind 
bekannte Constanten, nimlich nichts Anderes als die beiden Wurzeln 
der quadratischen Gleichung (22.). 


ee A 
Die schliessliche Lésung des Problems. 


Das gesuchte Potential U ist fiir alle auf ab und innerhalb A 
gelegenen Punkte mit f(@) bezeichnet worden, und besitzt also fiir all’ 
diese Punkte den in (27.) angegebenen Werth, d. i. emen Werth von 


der Form: 
1 


oo TREE Ht 


wo die C,, D, Constanten sind, wahrend @ den Abstand der betrach- 
teten Punkte vom Centrum a vorstellt. Hieraus aber folgt, mittelst 
eines friiheren Satzes (y.) pg. 283, dass dieses Potential in jedwedem 
innerhalb A gelegenen Punkte (@, «, gp) den Werth hat: 
1 
Ps Vo 4 D0" — 2C, Dot 


Beachten wir also die eigentlichen Werthe der Constanten C,, D,, wie 
sie in (27.) unserem Blicke sich darbieten, so erkennen wir, dass das 
Potential U in jedwedem Punkte i(0, u, ») imnerhalb A folgender- 
massen lautet: 


. (AB)" (@, — ,) 
\ ) 0 V [(4*+ a) 0,” — (42+ @,)0," "+ [C(o,2— a") 2 2[ ILlow 


So (AB)"t! (, —- @,) 
0 Vi 420 (o," — 0,"F)P 4 [(42-+40,) 0," (474 0,0," Po—2l lew 


wo bei jeder Wurzelgrésse unter []| | diejenigen beiden Ausdriicke zu 
verstehen sind, welche in den beiden ersten Gliedern der Wurzelgrésse 
in eckigen Klammern sich vorfinden. 

Noch ist, was die Formel (28.) anbelangt, zu bemerken, dass ftir 
jeden Punkt i(o, u, py) unter g der Abstand vom Centrum a, und unter 
uw der Cosinus desjenigen Winkels zu verstehen ist, unter welchem dieser 
Abstand @ gegen die Centrallinie ab geneigt ist. 
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Aus U; ergeben sich nun das Potential U, der Belegung A auf 
dussere Punkte, und ferner die Dichtigkeit ¢ dieser Belegung mittelst 
der bekannten Formeln: 


(29.) U.Vea = UiVo:,  {vgl. (6.) pg. 280), 
und sg 

gee ae 
(30.) 4e== —- 4 2 ae [vgl. (11.) pg. 281]. 


Dass analoge Formeln fiir das Potential V und die Dichtigkeit € 
der Belegung B sich ergeben werden, bedarf kaum noch der Er- 
wihnung. 

Schliesslich aber wtirden alsdann noch die in den beiden Kugeln 
vorhandenen constanten Potentialwerthe G und H zu ermitteln sein. 
Dies kann, falls die Ladungen der beiden Kugeln, d. 1. die Gesammt- 
massen A und B ihrer Belegungen gegeben sind, offenbar dadurch er- 
reicht werden, dass man den fiir f(@) erhaltenen Werth (27.) und den 
analogen Werth der Function (ce) in die beiden Gleichungen (9a., b.) 
pg. 292 substituirt, und sodann aus diesen beiden Gleichungen G und 
Hf berechnet. 


§ 8. 


Betrachtung des speciellen Falles, dass die beiden gegebenen Kugeln 
einander beriihren. 


In diesem Falle nimmt die quadratische Gleichung (22.): 
a —(C— A— Bat AB=0, 
weil C= A+ B wird, die Gestalt an: 
(eo — A.B =Q; 
so dass sich also ergiebt: 
(ar.) n, =o, AB. 

Um nun den unter so bewandten Umstiinden in der Gestalt Se 
erscheinenden Ausdruck (27.) der Function f(@), seinem wahren Werthe 
nach, zu erkennen, sei zuvérderst bemerkt, dass jener Ausdruck (27. 
folgendermassen darstellbar ist: 


| i (ABy" Lees (AB) 
(B.) fle) GS = 099, 48,,, HS Oa, 8 ome 


n=0 


wo alsdann 2, die Bedeutung hat: 


Ones eee 
n 
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Fir den zu betrachtenden Specialfall (@.): @, = @, = AB, wird also: 


nm—A1 
Q, = At = (AB); 


wodurch die Formel (6.) die Gestalt erhalt: 


_— AB AB 
(y.) he—¢ 2 ao papa HAS & -+1)(C—e) A®?—no AB 


Die beiden einander bertihrenden Kugeln reprisentiren offenbar 
zusamMmengenommen emen eimzigen in sich zusammenhiangenden Con- 
ductor. Mithin ist G = H, iiberdies C= A-+ B. Und mit Riicksicht 
hierauf kénnen wir den Ausdruck (y.) auch so schreiben: 


fe oy | AB AB 
Me) = @ aE BAe FAB ap R AaB | 


oder auch so: 


f GAB ~ 1 1 i 
0) = GEDdao = aa AB 4 AGF E—%) 
) (4-- Bj4 = 'e) (A-- Bj) 4 —e) 


oder, unter Anwendung der bekannten Formel: 


1 
ar ey ade 
ae ae! Ade. 
auch so: , 
oo ap 
GAB 1 i Te —— 
(x.) fe) = (A+ B)(A — 0) ale eb ann dt, 


wo alsdann y und 0 die Bedeutungen haben: 


AB iC eye 
4) OS TREES 7 ee Pa a aa CEE ee 
Maemgn et ee Ge oie Se b ist, so erhalten wir aus (x.): 
1 
GAB va dt 
fe) = (aE BA 8 ie Be Piers 


oder schliesslich, indem wir fiir y, 6 ihre eigentlichen Werthe (A.) ein- 


treten lassen: 
A B 


, fea Q 
Oaee a : PREP WON ee 
EO ama o (i 4B x) (aro i) 


Desgleichen wird sich fiir die der andern Kugel zugehérige Function 
g(@) der analoge Werth ergeben: 


Ao 


gee aa oe\ at 
(2.) (6) = Ee fe A+B __ 1) (iatn0-9) aa 
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Nachdem in solcher Weise die Functionen f(@) und g(6) bestimmt, 
und in ziemlich einfacher und eleganter Form dargestellt sind, kénnen 
wir, auf Grund dieser Functionen, sofort z. B. die Gesammtmassen A 
und B der beiden Belegungen angeben. Zufolge des Satzes (7.) pg. 280 
ist naémlich: 


A ss ; 
A =(U) 9, 4i =f(), 


und ebenso: 
B ; ae 
o> (Vie ge a= (0). 
Demgemiiss ergiebt sich aus (1.), (2.): 
1 A 
GAB = eT dt 
(3.) A => Aue J (i soo ee 1) es ; 
GAB dt 
(4) ~ ASBY iG coer 


Um den Grad der Cavaeocacmente mit der Erfahrung zu 
zeigen, theilen wir einige Beobachtungen von Coulomb mit. Dieser 
bestimmte die Dichtigkeit der Elektricitit auf zwei Kugeln verschiedener 
Grésse, denen eine gegebene Hlektricitiitsmenge zuertheilt war, und die 
hierauf getrennt*) worden waren. Er maass also die Grossen: 


A 5 B 
6.) Oh dae Obl maaan 
Das Verhiltniss dieser Groéssen ist nach (3.), (4.): 
B 
jo) 
A? —t 
(6.) ee 


fe 2) dt 
1—t 


0 
Nach dieser Formel berechnete nun Poisson die den Coulomb’schen 
Beobachtungen entsprechenden theoretischen Werthe. Es ergab sich: 


BA Baie 
beobachtet berechnet 
oy 1,08 1,160 
1 1,30 1,316 
123 1,65 1,444 


*) Ks ist darunter die Auseinanderrtickung der beiden Kugeln bis zu dem- 
jenigen Abstande zu verstehen, bei welchem sie nicht mehr inducirend auf ein- 
ander einwirken, 
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Die Uebereinstimmung ist bei der Schwierigkeit der Beobachtung 
eine vollstandig zufriedenstellende. Andere Beobachtungen Coulomb’s 
zeigen, der Theorie gegeniiber, eine noch bessere Uebereinstimmung; 
wie weiterhin gezeigt werden soll. 


SOP 
Die Vertheilung der Elektricitét auf zwei einander beriihrenden Kugeln 
ftir den Fall, dass der Radius der einen Kugel unendlich klein wird. 


Das Verhiltniss o nihert sich mit «#bnehmendem = einer ge- 


’ wissen Grenze, die Coulomb nicht genau angeben konnte. Er schloss 
aus seinen Beobachtungen, dass dieselbe nicht viel verschieden von 2 
sei. Um diese Grenze theoretisch angeben zu kénnen, entwickeln wir 


zuvorderst den Ausdruck 
B 
t{4A+B 


nach Potenzen des Exponenten: 


B 
Fi B logt 1 /(Blogt \2 
alert, aoe eel ai ae 


und erhalten also fiir ein Susserst kleines B: 


(7.) poet pale Bleet, 
und ebenso: 
B 
ape A og B logt 
(8.) f 44 _{—— 8". 


Demgemiss ergiebt sich fiir das obere der in (6.) enthaltenen beiden 
Integrale der Werth: 


1 XN 


B 1 
ay dt B f logit: dt 
AtB __ a r 
(9.) f(i 3 OY herscee Ad oi —t 


0 


Das untere jener beiden in (6.) enthaltenen Integrale kann zuvorderst, 
auf Grund der identischen Gleichung: 
a ees es ee 
¢ 448 —_J = ¢ oo ier + (a — 7) 
in die Form versetzt werden: 
ct 


pas a+ 1). ae eS poaie +f[(- ees 


) 


Entwickelt man jetzt nach steigenden Potenzen von B und vernach- 
lissigt dabei das B, so ergiebt sich, mit Riicksicht auf (7.): 
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1 1 
Be 5S ete Say 


A : 
ery eles dt 
(10.) f( a5 1) 8 jaa hea len 
0 0 
Substituirt man aber diese Werthe (9.), (10.) in (6.), und setzt man 
dabei zur Abkiirzung: 


~ 


1 
_ [{ logt-dt 


eas) L oe eat 
so erhilt man: 
ee 
pee: pe Nex 
a Be A+B eae 
Sas ey 
oder, was dasselbe ist: 
Sean nF 
0: ALB Bye? 
Were (=) z 
also schliesslich ftir B = 
(12.) ere i 


wo L die in (11.) angegebene Bedeutung hat. 
Entwickelt man den in ZL unter dem Integralzeichen befindlichen 
Nenner nach Potenzen von ¢, so erhalt man: 


fore) 1 
L= > f tlogt. dt, 


n=0 9 
d. 1 
t=1 
nes peste A yr +i | 
6 nm+1 (n + 1)? 4 


i 


also, weil ¢ log ¢ fiir ¢ =O verschwindet: 
remo Borge eine alls ido lg heal ae 
Dies in (12.) substituirt, giebt: 
eel hg) il tela tai 
oder, was dasselbe ist: 


(13.) b_2 


Wir sehen somit, dass dieser Grenzwerth, gegen welchen der 
Quotient £ fiir LB =O, der Theorie zufolge, convergirt, bedeutend 


kleiner als 2, d. i. bedeutend kleiner als derjenige Grenzwerth ist, den 
Coulomb nach dieser Richtung hin vermuthet hatte. 
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§ 10. 


Ueber die elektrische Dichtigkeit zweier einander beriihrenden 
Kugeln an denjenigen Stellen, die der Beriihrungsstelle diametral 
gegentiberliegen. 


Die Beriihrungsstelle o der beiden Kugeln ist offenbar die Stelle 
der kleinsten Dichtigkeit (dieselbe wird dort = 0 sein, zufolge des all- 
gemeinen Satzes pg. 177). Andererseits werden die zu o diametral 
gegeniiberliegenden Stellen — sie modgen a, und 6b, heissen — die 
Stellen der gréssten Dichtigkeit sem. Um nun die diesen Punkten a, 
und 6, zugehdrigen Dichtigkeiten a, und #, zu finden, markire man 
auf der Centrallinie (resp. auf der Verlingerung derselben) zu beiden 
Seiten von a zwei Punkte j und 7, beide imnerhalb A, und beide gleich 
weit vom Centrum a entfernt: 


j a 0 b 


Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Werth dieser beiden Central- 
abstainde (aj) und (az) mit g, so wird das Potential U im Punkte 
den Werth U; = f(g), und folglich [vgl. den ersten Satz pg. 282] im 
Punkte 7 den Werth U;=/(— 0) besitzen. Somit folgt, unter An- 
wendung des in (1.) fiir f(@) gefundenen Ausdruckes: 


1 A Bo 
- GAB ae ae )(¢ Grnate) ato 
(14.) Bae pata sf Ae: “Jit 


Aus diesem Werthe von JU, ist aber die an der Stelle a, vor- 
handene Dichtigkeit «, ableitbar mittelst des Satzes (11.) pg. 281, d. i. 
mittelst der Forme]: 


Oh : 
iia . AG a) 


Substituirt man hier fiir U; den Werth (14.), so ergiebt sich nach ein- 
facher Rechnung: 


i A B 
— GB? a Ey pee ) (¢ F445) logt + dé. 
(15) % = qend(4 + BP A (« yA tesa g 


Und hieraus ergiebt sich 6, durch Vertauschung von A mit B. Man 
erhalt also: 


bs B A 
— GA? ec SVEN ORS Aah 
(16.) ee oe ht ee eee: 
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Die mittlere elektrische Dichtigkeit a auf der Kugel A hat den 


Werth 
A 


PER [vgl. (5.) pg. 300], 


= 
woraus mit Riicksicht auf (3.) sich ergiebt: 
GB : it 
A Ds ee ee 
(17.) oA AA eB) fli 1) Lie 


Nunmehr folgt aus (16.) und (17.) durch Division: 


1 B fy 
fete yleoy gee 
B, Aa = gly 0 
Gey a  4B?(A-+B) ines 
f(e reo oe :) dt 
e 1—t 
0 


a ist die mittlere Dichtigkeit auf der Kugel A, und £, die grdsste 
Dichtigkeit auf der Kugel B. Der in (18.) berechnete Quotient ee 


kann daher bezeichnet werden als das Verhidltniss der gréssten Dichtig- 
keit der emen Kugel zur mittleren Dichtigkeit der andern. 

Folgende Tabelle gestattet, die betreffenden Beobachtungen Coulomb's 
mit den nach der Formel (18.) berechneten Zahlenwerthen zu ver- 
gleichen: 


B By, 
A oe 
poounChiaL berechnet 
1 127 132 
= 1,55 1,83 
+ 2,35 2.47 
e 3.18 3,09 


Hier ist die Uebereinstimmung durchaus zufriedenstellend, falls wir 
die Unsicherheit der Beobachtungsmethoden in Anschlag bringen. 

An der Beriihrungsstelle der beiden Kugeln muss die elektrische 
Dichtigkeit — 0 sein [zufolge des allgemeinen Satzes pg. 177]. Dies 
lasst sich ebenfalls auf Grund der fiir f(g) und (6) gefundenen For- 
meln nachweisen; was hier aber nicht weiter ausgefiihré werden soll. 


Die Vertheilung der Elektricitit auf zwei Kugeln. 305 


Kine besonders schéne von Coulomb angestellte Beobachtung ist 
folgende: Zwei positive elektrisirte Kugeln A und B, von denen A die 
grossere, und B die kleinere sein soll, mégen, nachdem sie mit einander 
in Beriihrung gewesen sind, von einander weiter und weiter entfernt 
werden. Bezeichnet man nun in jedem Augenblicke dieser Bewegung 
die einander zundchst gelegenen Punkte der beiden Kugeln mit a) und 
by, so werden die in a, und }, vorhandenen elektrischen Dichtigkeiten 
zu Anfang, d. i. im Augenblicke der Bertihrung, =O sein. Sobald 
aber die Kugeln sich von einander zu entfernen beginnen, wird die 
Dichtigkeit in a, einen positiven, die in ® einen negativen Werth an- 
nehmen, wie solches die Coulomb’schen Beobachtungen ergaben. Denkt 
man sich endlich die Kugeln soweit von einander entfernt, dass sie 
nicht mehr inducirend auf einander wirken, so werden die Dichtig- 
keiten in a, und by beide positiv sein. Demgemiiss erleidet also das 
Vorzeichen der in }, vorhandenen Dichtigkeit, waihrend der in Rede 
stehenden Bewegung, einen Wechsel. 


toP) 
Mit andern Worten: Die in 0b, vorhandene Dichtigkeit ist zu An- 
fang (im Augenblicke der Beriihrung) = 0; sie wird sodann, falls die 


beiden Kugeln von einander entfernt werden, zuerst negativ, sodann 
wieder 0, und hierauf positiv. Die Centraldistanz, fiir welche diese in 
b, vorhandene Dichtigkeit zum zweiten Male O wird, hat Coulomb be- 
obachtet. Sie lasst sich theoretisch berechnen auf Grund der fiir /(0) 
und (oe) gefundenen Formeln; worauf indessen hier nicht niaher ein- 
gegangen werden soll. Man vel. pg. 13 und pg. 92 der schon citirten 
Poissow’schen Abhandlung vom Jahre 1812. 


Unio: 
Beilaufige Betrachtung, 


Darch den zweiten Satz pg. 282 ist ein Verfahren angegeben, 
mittelst dessen man den Werth U; aus /(o) abzuleiten im Stande ist, 
wo 7 einen beliebigen Punkt innerhalb der Kugel A vorstellt. 

Eine andere und zuweilen bequemere Methode zur Ableitung von U; 
aus f(g) ergiebt sich in folgender Weise: Das Potential U= U(a, y, 2) 
riihrt von Massen her, die auf der gegebenen Kugelfliche A ausgebreitet 
sind, und symmetrisch zur «-Axe liegen. Demgemiiss wird dieses Po- 
tential U = U(a, y, 2) dieselbe Symmetrie besitzen, also in Wirklichkeit 
nur von zwei Argumenten x und r abhingen, wo r die Liinge des vom 
Punkte (x, y,#) auf die x-Axe gefallten Perpendikels vorstellt. Die 


Differentialgleichung 


OPuL ies 
cet pet, 0, 


F. Neumann, Vorl. iib. das Potential. 20 
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welcher U Geniige leistet, kann daher einfacher so geschrieben werden: 


eu , eu , 1 aU 
(«.) pat Spee eager 


Denkt man sich nun die Function U(z, y, 2) oder U(x, 7) nach Potenzen 


~*~ 


von 7 entwickelt: 
(6.) Ua, 1) = Xo Gr + Xess; 


wo die X nur noch von # abhiingen, so ergiebt sich zuniichst, indem 
man 7 = 0 setzt: 


(y.) X, = U(a, 0) = f(z), 


wo f(«) den Werth von U auf der z-Axe im Fusspunkte des Perpen- 
dikels + vorstellt. Substituirt man sodann die Entwicklung (f.) in (a.), 
so bestimmen sich X,, X,, X,,.... Und zwar ergiebt sich in solcher 
Weise;-dass X,, X5,2X,,..3: simmitlich = () sind, wahrend X,, X,, X,,... 
in einfacher Art durch X, d. i. durch f(a) as (y.)| sich ausdriicken. 

Substituirt man die so fe die X resultirenden Werthe in (f.), so 
erhalt man: 


: 2 @f(a) rt dt f(@) 
(0.) U (a, r) er {(«) ae - SS a (2- 4)? . pa 
ro df (x) 
~~ (2-4-6)? da® Zea 


seer 


Diese Reihe (0.) aber ist summirbar durch ein bestimmtes Integral. 
Es ergiebt sich niimlich aus (0.): 


(«,) U(a,") = + f fle +V—1-r cos v)dy, 


wo unter {(v7 +Y— 1-rcos #) derjenige Werth zu verstehen ist, den 
{(z) annimmt, sobald man daselbst « mit (a +Y—1-rcos wv) ver- 
tauscht. Dass die Formel («.) mit (0.) iibereinstimmt, kann man leicht 
dadurch nachweisen, dass man den in (g.) unter dem Integralzeichen 
befindlichen Roadpeel [mittelst des Taylor’schen Satzes] nach Potenzen 
von rcosy entwickelt, und sodann die Integration nach w wirklich 
ausfiihrt. 

Die Uebertragung des Resultates (¢.) auf den von uns betrachteten 
Fall liefert foleenden Satz: 

Ist {(@) bekannt, so wird das Potentiai U in irgend emem beliebigen 
imnerhalb A gelegenen Punkte i(o, w) folgenden Werth besitzen: 


(Ce iene veh Alerey= aes “cos v) dv, 
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wo der unter dem Integralzeichen in dy nuitiplicirte Ausdruck denjenigen 
Werth vorstellt, welchen das gegebene {(@) annimmt, sobald man daselbst 


— > eVi- wv 
@ mit (0 +Y-—1 eyes COS v) vertauscht. 


§ 12, 


Ueber die Vertheilung der Elektricitit auf zwei Kugeln, die sehr 
weit von einander entfernt, und durch einen diinnen Draht mit 
einander verbunden sind. 


Der Verbindungsdraht der beiden Kugeln mag geradlinig sein, so 
dass seine Linge also, falls man an den bisherigen Bezeichnungen*) 
festhalt, = (C— A— B) ist. Denkt man sich nun den aus den 
beiden Kugeln und diesem Draht bestehenden Conductor isolirt, und 
demselben eine gegebene Elektricitiitsmenge M mitgetheilt, und die- 
jenigen Theile von M, welche, nach Eintritt des Gleichgewichtszustandes, 
auf den beiden Kugeln sich vorfinden, mit A und B bezeichnet, go er- 


aiebt sich: 
x«=C—B 


(ic) A+B + 2ar [ edz = M, 

2A 
wo x den Radius des Drahtes, und ¢ die Dichtigkeit der auf der Draht- 
oberfliiche vorhandenen elektrischen Belegung vorstellen. 


/ 
ae 


Bezeichnet man ferner den, nach Hintritt des Gleichgewichts, 
innerhalb des Conductors vorhandenen constanten Potentialwerth mit G, 
so ist: 

(2.) Up-- Vi» Wi= G, 
wo i jeden beliebigen Punkt imnerhalb des Conductors vorstellt, und 
wo U;, V; und W; die von den beiden Kugeln und dem Draht auf 7 


*) Es sollen niimlich (wie bisher) a, b die Centra der beiden Kugeln, ferner 
A, B ihre Radien, und C ibre Centraldistanz vorstellen. 
20% 
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ausgeiibten Potentiale reprisentiren. Versetzt man z. B. den Punkt 7 
in das Centrum a, so wird: 


Uz tV.t Wa=G. 
Zufolge des Satzes (7.) pg. 280 ist aber U, = a Und andererseits 
wird V,, weil der Draht sehr lang sein soll, denselben Werth haben, 
als wiire die Elektricitiitsmenge B im Centrum 0 concentrirt, mithin 


= = sein; so dass also die letzte Formel die Gestalt erhiilt: 
z=C—B 
A B ~- £08 . 
(2a.) ata heer af _G, 


cA 


wo x den Abstand des Drahtelementes dz vom Centrum a bezeichnet. 
Liasst man ferner in (2.) den Punkt ¢ nach 6 riicken, so erhiilt man 
in analoger Weise: 


xz=C—B 
A B* d 
(2b.) Ape ftarf fo. 
Cah 


Betrachtet man nun den Radius + des Verbindungsdrahtes als 
ausserordentlich. klein, und setzt man (was allerdings noch des Beweises 
bediirfen wiirde) voraus, dass das Produkt ve alsdann ebenfalls ausser- 
ordentlich klein, mithin zu vernachlissigen sei, so reduciren sich die 
Formeln (1.), (2a.), (2b.) auf: 


A+B=M, 
A B 

(3.) Ane oats 
A B 

5 ta 


Mittelst dieser drei Gleichungen bestimmen sich A, B, M als 
Functionen yon A, B, C, G; und zwar ergiebt sich: 


A iC. B) 

(4) Mo ae Gear. 
Bewe. BC =A) 
M (ARC Sa Bre 


oder, weil der Draht sehr lang, mithin C sehr gross im Vergleich 
zu A und B ist: 


Ache eera 
5.) Mss Asa ) 
B B 


Ms cae 
so dass man also zu folgendem Satze gelangt: 
Auf zwei sehr weit von einander entfernten und durch eimen diinnen 
Draht verbundenen Kugeln vertheilt sich die Elektricitit nicht im Ver- 
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hiiltniss threr Oberfldchen, sondern vielmehr im Verhéltniss ihrer 
Radien. 
rs : Se ; 
Wir wollen jetzt die Gleichungen (3.) anwenden auf irgend eine 
an der Erdoberfliiche aufgestellte Metallkuyel A, und dancben auf die 
Erdkugel selber, welche B heissen mag. Alsdann nehmen jene Glei- 
chungen (3.) die Gestalt an: 


(t.) eee Me 
- A B y 
(g.) ie 3 Baap =O, 
A B “, 
(h.) B+D “hb Rie Ati G; 


wo B den Erdradius, und D den Abstand des Centrums a der Kugel 
A von der Lrdoberfidche vorstellen. Da nun B dusserst gross gegen D 
ist, so verwandelt sich die Formel (h.) in: 


(3) + P= G; 

woraus mit Riicksicht auf (f.) folet: 

(k.) nae. 

Da nun aber B sehr gross ist, so folgt aus (k.), dass 
(1.) G nahezu = 0 


ist, so dass wir also zu folgendem Resultate gelangen: 

Wird eine elektrisch geladene Metalikugel mit der Erde in leitende 
Verbindung gebracht, so wird der constante Potentialwerth imnerhalb der 
Kugel nahezu = 0 sein. 

Dieser Satz steht im Hinklang mit den Betrachtungen auf pg. 159. 
Auch ist derselbe, wie man leicht tibersieht, ausdehnbar auf einen 
Conductor von beliebiger Gestalt. Denn denkt man sich einen solchen 
Conductor, auf den iiberdies von Aussen her irgend welche elektrische 
Massenpunkte einwirken mégen, mit der Erde in leitender Verbindung, 
so wird der constante Potentialwerth innerhalb des Conductors iden- 
tisch sein mit demjenigen Werthe, den das Potential im Mittelpunkte 
der Erde hat. Letzterer aber wird dadurch erhalten werden, dass man 
die Summe aller iiberhaupt in Betracht kommender elektrischer Massen 
durch den Erdradius dividirt, und wird daher, weil der Erdradius 
ausserordentlich gross ist, nahezu = 0 sein. 

Dass die Betrachtungen dieses letzten Paragraphs einigermassen 
unsicher, und jedenfalls nur approximativ sind, liegt in der Natur der 
Sache, und bedarf wohl keiner weiteren Entschuldigung. 


Dreizehntes Capitel*). 
Die Kugelfanctionen zweiter Art. 


Wir haben in den vorhergehenden Capiteln die Probleme der 
elektrischen Vertheilung, des stationiiren Temperaturzustandes und des 
stationiren elektrischen Strémungszustandes mehr oder weniger aus- 
fiihrlich behandelt. Insbesondere haben wir fiir den Fall der Kugel 
die Lésungen dieser Probleme wirklich hingestellt, indem wir dabei 
Gebrauch machten von derjenigen Entwicklung, die fiir die reciproke 
Entfernung zweier Punkte, unter Zugrundelegung der Polarcoordinaten, 
schon frither (im dritten und vierten Capitel) von uns gefunden war. 

Wollen wir also — und dies ist das eigentliche Ziel unserer 
weiteren Betrachtungen — die Lésung der genannten Probleme fiir 
das Lllipsoid, insbesondere fiir das Rotationsellipsoid unternehmen, und 
dabei ein einigermassen analoges Verfahren einzuschlagen suchen, so 
wird in erster Linie wiederum nach einer Entwicklung der reciproken 
Entfernung zweier Punkte, aber fiir den Fall zu trachten sein, dass 
die beiden Punkte nicht durch ihre Polarcoordinaten, sondern durch 
ihre elliptischen Coordinaten gegeben sind. 

Hine derartige Entwicklung ist im Jahre 1847 von I. Newmann**) 
wirklich gefunden worden. Dieselbe ist im Ganzen von einfacher und 


*) Dieses Capitel und die beiden folgenden Capitel sind vom Herausgeber 
hinzugefiigt. Wenn dieselben aber auch den F, Neumann’schen Vorlesungen nicht 
unmittelbar zugehéren, so sind sie doch als eine aus den F. Neumann’schen 
Arbeiten sich ergebende Vervollstiindigung dieser Vorlesungen anzusehen, Hs 
beruhen niimlich die in Rede stehenden drei Capitel auf foleenden Abhandlungen: 

I’, Neumann: Entwicklung der in elliptischen Coordinaten ausgedriickten rect- 
proken Entfernung zweier Punkte in eine Reihe, welche nach den Laplace’ schen Y psilons 
fortschreitet; und Anwendung dieser Reihe zur Bestimmung des magnetischen Zu- 
standes eines Rotationsellipsoids, welcher durch vertheilende Kriifte erregt ist. Crelle’s 
Journal, Bd. 87. 1847. 

I’. Neumann: Beitrige zur Theorie der Kugelfunctionen. Erste und zweite 
Abhandlung. Erschienen im Teubner’schen Verlag. 1878. 

**) In der schon citirten Abhandlung von 1847, 
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iibersichtlicher Gestalt, involvirt aber nicht nur die Kugelfunction P,, (a), 
sondern daneben noch eine gewisse zweite Function @,(w), welche 
derselben Differentialgleichung wie P, (w) Geniige leistet. Diese Function 
Y,(w), die sogenannte Kugelfunction gweiter Art, welche von 
F. Neumann durch die elegante Formel 

Tt P (s)do 


Q(W—= f —E 


IS 1) 
Ht : 


definirt worden ist, soll im gegenwirtigen Capitel einer genaueren 
Betrachtung unterworfen werden. - 

Dabei ist zu erwiihnen, dass die Function Q,(w), wenn auch in 
complhicirterer Gestalt, schon vor F, Neumann von Heine in dieses 
Gebiet von Untersuchungen eingefiihrt worden war, zur Absolvirung 
emer verwandten Aufgabe. Nachdem niimlich das Problem des statio- 
niren Temperaturzustandes im Jahre 1839 durch Lamé’s bertihmte 
Abhandlungen fiir den Jnnenraum eines Ellipsoids, namentlich eines 
Rotationsellipsoids gelést war, lag es nahe, die Lésung dieses Problems 
auch ftir den Aussenraum des Rotationsellipsoids zu unternehmen. Und 
hierbei gelangte Heine*) im Jahre 1843 zu einer Reihenentwicklung, 
die mit jener Function @,(u) behaftet ist. 


ae 
Hinfiihrung der Kugelfuanction zweiter Art (,,(W). 
Nach (10.) p. 29 ist 


P= Bw) —1 
P,= Pu) =o, 
Suet 
(A.) P, = P,(u) = a Dae 
by? — 3 
P, = P,(u) = 28. 
Hieraus folgt durch Differentiation nach w: 
By marie 
PETA eS 
ete 
: Va pty ute 8 
folglich: Py — P= aa ; 


#) Heine: Ueber einige Aufyaben, welche auf partielle Differentialglerchungen 
fiilren, 1843. Crelle’s Jounal, Bd. 26. Uebrigens ist (was hier nicht weiter in 
Betracht kommt) bei Aufgaben ganz anderer Art die Function Q,,(¥) schon im 
Jahre 1814 von Gauss (in seiner Mcthodus nova) zum Gegenstande der Unter- 
suchung gemacht worden. Man vgl. Heine’s Handbuch, erste Auflage, pg. 85. 
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also mit Riickblick auf (A.): 
Py = Pee ak. 
In analoger Weise findet man: 
Wed eel Bae 
“4 Ey gare oe As 
ete. etc., 
mithin allgemein: 


(B.) Pye = Eee 2 Ee 


Auf Grund dieser einfachen allgemeinen Formel (B.) ergeben sich, unter 
Hinzufiigung der aus (A.) entspringenden Relationen Py =O und 
P, = P,, folgende beiden Tabellen: 


Py = 0, Pa = 1P,, 
Ba cog ce Py = By a dg, 
BP he ee AB, Ps — 2, == 89 P,; 
Pa TEE Pi —P; = WE. 
Aus der Tabelle links folgt durch Addition: 
(C.) Py == 11 Pee PSB. 
Desgleichen folgt aus der Tabelle rechts: 
(D.) Pi =138P,+9P,+5P,+1P,. 


Der Anblick dieser Formeln (C.), (D.) fiihrt aber sofort zu folgender 


alleemeinen Hormel: 
(E) PP, = (2n — 1) P,-1+ On — 5) P,_3 + Qn — 9) Pa_s - 

+ QA+1)Pi, 
wo A= 1 oder =O sein wird, jenachdem die Zahl » gerade oder un- 
gerade ist. 

Dies vorausgeschickt, gehen wir tiber zw unserm eigentlichen Gegen- 
stande, ndmlich zur genauern Untersuchung der Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 

| whe’ ie 
ap n+ If+ 5, (1—#) 4) =0. 


Hine particulare Lésung dieser Gleichung ist [vgl. pg. 34] dargestellt 
durch die Function f= P,(w). Wir stellen uns die Aufgabe, die gweite 
particulare Loésung derselben zu finden. 
Zu diesem Zwecke wollen wir die Function betrachten: 
B 


(2) F=F(u) = [ 


A 


P, (6) do 


w—o? 
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und untersuchen, ob die constanten Grenzen A und B vielleicht in 
solcher Weise bestimmbar sind, dass diese Function I’ oder F'(u) der 
Differentialgleichung (1.) Gentige ieistet. 

Setzt man zur Abkiirzune: 


1 
so findet, wie leicht zu verificiren ist, die cdentische Gleichung statt: 
C dU 7) 9 OU 
) i eats er eae ral lames a 


Gleichzeitig geht alsdann die Formel (2.) “iber in: 


B 
sas E(t) <= if UP,(6)do; 
A 
woraus folgt: 


nin+1)F+ a ((1 — wv’) — 


=f \n@t NU +g, (0-0) FG) Palos. 


Diese letzte Formel aber kann, weil der in der geschweiften Klammer 
enthaltene Ausdruck, zufolge (4.), bei einer Vertauschung von w mit 6 
ungedndert bleibt, auch so Se canepen ae 


n(n + 1) P+ “(a —«)5 5) 
oU 
-f{ inn + U4 24g) ans Z)\ pa) ae, 
oder, falls man die identische Gleichung*): 
B 
0 0 EA) 
(h.) o= f {n(n + 1)P.(0) + 2 (a — 0) 2)! va 
in Abzug bringt, auch so: 
B 
i 6 Tt aad ed a 
(6) nwt HDF+ 2 (1-2) Ge) =i {—26V+(1—ot) 5 ao, 


wo V die Bedeutung hat: 
0U o w 
(5a.) V == -P,(6) We . 


*) Substituirt man in (1.) fiir f die Function P,(u), so erhalt man offenbar 
eine Gleichung, welche ¢dentisch ist, und welche identisch bleiben wird, wenn man 
in ihr nachtriglich den Buchstaben w durch irgend einen andern Buchstaben, z. B. 
durch 6 ersetzt. Folglich ist der in (h.) in der geschweiften Klammer enthaltene 
Ausdruck identisch = 0, mithin die Gleichung (h.) selber eine identische Gleichung. 
— Q.e. d. 
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Aus (5.) folet sofort: 


; “ay Sse Oy, | (Gee 6 ae 
n(n fe 1) t ah a ((1 Se a, 5 ) =f, es mele do, 


As A 
eal: 
aos Wa o=Bb 
: eee o\ OF 
(6) w@+)F+ 5, (a — ) aa) —|(1 — 0°) ane | 
Die rechte Seite dieser Formel verschwindet aber, falls man A = — 1 


und B=-+ 1 macht. Somit erkennen wir aus dieser letzten lormel, 
dass die Function /’ der Differentialgleichung (1.) Geniige leisten wird, 
sobald man den beiden Constanten A, B die soeben genannten Werthe 
zuertheilt, und gelangen daher, indem wir die Function /(w) fortan 
mit @,(w) bezeichnen, zu folgendein 


Satz. — Die Differentialgleichung 


C ee te 
(7) nat f+, (1 — #)5,) =0 
besitet, ausser der particularen Losung: 


noch cine zwerte particulare Nara 


oe Oe do 


(9.) Qn(w) = i 


so dass also thre vollstdndige ie lautet: 
(10.) AP, (w) +8 Q(w), 


wo A und B willktirliche Constanten vorstellen. 

Sowohl P,(u) wie auch Q,(u) pflegen als Kugelfunctionen be- 
zeichnet zw werden. Zur Unterscheidung wird alsdann P,(w) eine Kugel- 
function erster, hingegen Q,(w) eine Kugelfunction zweiter Art genannt. 

Die Formel (9.) kann auch so geschrieben werden: 


e ue P. Pale ) ds 
@n(u) = Sf sae Mane) f= age 
oder auch so: 
(11) Onli) = Bul) + Pale) log * 4, 
wo alsdann &,(w) die Bedeutung hat: 
ams 
BW) JL, ©) 
(12,) Bie she ps ede 


Setzt man in dieser letzten Formel die Zahl nm der Reihe nach = 0, 
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6 » : s . . . 

1, 2, 3, ete, und beachtet man dabei die in (10.) pg. 29 angegebenen 
ioe in ey ; , ss 

Werthe der Functionen Py), P,, P,, P;, etc. so erhiilt man: 


2) 
Ry (w) =0, 


+1 
By (esas if ; °)do—=—2, 
Saat 
(3) Rw=— > f (“=*)do=—3u, 
fs () ae es cael (“ = -) do zi (4 =) MR OE re oe 


ete. ete, etc. 
Allgemein ist nach (11.) pg. 30: 
P,.(w) = Anu" + B,w—* + C,ue-4--- + Dut, (A=0, resp. = 1): 
Somit folet aus (12.): 
? Foes Peon 2 
i An, { (f=2) do — By J (a) do — ete. 


o 


Fiihrt man aber hier die Integrationen wirklich aus, nachdem zuvor 
fiir die eingeklammerten Ausdriicke die bekannten Werthe: 


see SOS — es — mee -|- Wie Oe hone -E Cs 


— poe 4 ipa to 4. Bias ey. + OL= >. 
etc. etc, etc. 


substituirt worden sind, und beachtet man dabei die Formeln: 


+1 of +1 
J odo = 0, cf odo =0, J ode—=0, etc. ete, 
Fa —1 Seal 


so erhilt man fiir #,(w) einen Werth von folgender Gestalt: 


(14.) R,(w) = Unp"—* + Bapr—* + C,w7—o ++. + Viet, 


wo M,, B., ©, ... S, constante Coefficienten vorstellen, und 4 = 0 


oder = 1 ist, jenachdem die Zahl (n — 1) gerade oder ungerade ist. 
Bemerkung. — Nach (13.) pg. 30 ist 
(a.) Po taal) E(t). 
Andererseits folgt aus der soeben erhaltenen Formel (14.): 
(6.) R,(~ #) = (1B, (w), 


Mit Riicksicht auf diese beiden Relationen («.) und (f.) ergiebt sich jetzt 
aber aus (11.) die Relation: : 


(y.) Q,(— »#) = (— 3°79, (4). 
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Wir sehen aus (14.), dass R,(w) cine ganze rationale Function 
(n — 1)" Grades ist, und zwar eine gerade oder ungerade Function, 
jenachdem die Zahl (n — 1) gerade oder ungerade. Auch kénnten 
wir die in derselben enthaltenen constanten Coefficienten YL, B,, ete. 
auf dem hier eingeschlagenen Wege leicht ermitteln. Ohne uns hierauf 
weiter einzulassen, wollen wir sofort tibergehen zur Ableitung eines 
eewissen einfachen Satzes, der fiir jene Coefficienten gilt, und zur Be- 
rechnung derselben dienen kann. 

Zu diesem Zweck sei zuvérderst bemerkt, dass 
(15,) Q, (2) =0 
ist; wie sich solches aus der Formel (9.) sofort ergiebt. Nun ist 
nach (11.): 


(16.) Qn(u) = R,(u) + Pp(u) log 


also z. B.: 


util 
fie 


Qe(u) = Py(w) + P.(w log EG, 


oder, falls man fiir R,(w) den aus (14.) entspringenden Werth: 
R,(w) = A,w, und iiberdies fiir P,(w) den Werth (10.) pg. 29 sub- 
stituirt: 
eb w+1 
Q2(u) = Wu + ——3— log FF, 
oder, falls man den log. nach fallenden Potenzen von w entwickelt: 
= 9 1 1 1 
Q.(0) =Ge t+ BW —)(E+yat5at) 


5u? 
oder, falls man den ganzen Ausdruck nach Potenzen yon w ordnet: 


(17) Q(w) =Wet sep 24+ b+ ht 5ten, 


5 
& 


wo a, B, y, 0, ete. Zahlen sind, auf deren Werthe es hier nicht weiter 
ankommt. Dieser Ausdruck (17.) soll nun aber, zufolge der allgemeinen 
Formel (15.), fiir w = oo verschwinden. Und hieraus folgt sofort, dass 
A, = — 3 sein muss. 

Wir haben hier also gezeigt, wie man, auf Grund der allgemeinen 
Formel (15.), die in dem Ausdruck 


R,(u) = We 
enthaltene Constante %, zu bestimmen vermag. In analoger Weise 
wird man offenbar, auf Grund jener Formel, auch die in dem Ausdruck 
Ry(u) = Wu? + Bye 
enthaltenen Constanten Y,;, 8, zu bestimmen im Stande sein. U. s. w. 
Kurz, man gelangt zu folgendem 


Die Kugelfunctionen zweiter Art. BLK 


Satz. — Die Fimnction N,.(w) kann definirt werden als diejenige 
ganze rationale Function von w, welche zu der Function: 
(18.) iP (w) log a 


hinzuaddirt werden muss, damit die so entstehende Summe fiir [b= oo 
verschwiniet. 

Will man die Function R,(w) in wirklich fertiger und zugleich 
einfacher Gestalt vor sich haben, so empfiehlt es sich, dieselbe nach 
Kugelfunctionen, niimlich nach den Functionen P,, P,, P,, ete. zu ent- 
wickeln. Dass solches méglich ist, iibersieht man leicht. So z. B. ist 
nach (14.): 


R,(u) = Ws u* + Bu? + Gu. 

Substituirt man aber hier die in (2.) pg. 80 angedeuteten Werthe: 

ws Py(u), 
uw’ = a Po(u) + BP(u), 

wt = yPy(u) + OP (u) + ePi(u), 
so erhilt man: 

R;(u) = AP, (u) + BP,(u) + UT Po(u), 

wo A, B, [ bestimmte Zahlen sind. — Q. ¢. d. 


Analog mit dieser letzten Formel wird offenbar der Werth von 
fi, (w) folgendermassen darstellbar sein: 


(19.) Tt, (uw) = APi—1(#) + BP,-s(u) + PF Po—s(u)--+ + AP), 


wo 4 =O, resp. = 1 ist; und es handelt sich also nur noch darum, 
die hier auftretenden Constanten A, B, T, ... A wirklich zu berechnen. 
Zu diesem Zwecke benutzen wir die Differentialgleichung (1.): 
(20.) (f] = n(n + Df — 2ef' + — wf" =0. 
Die beiden particularen Lésungen dieser Gleichung sind [vgl. den Satz 
pg. 314] P,(w) und @,(u). Der auf der linken Seite dieser Gleichung 
stehende Ausdruck, welcher kurzweg mit [f] bezeichnet sein soll, wird 
daher, falls man in ihm die Function f durch P,(w) oder durch Q,(w) 
ersetzt, identisch verschwinden, was angedeutet werden kann durch die 
Formeln: 
(21.) [P.(w)] =O und [Q(u)] =. 
Die letzte Formel erhilt, falls man fir Q,(w) den Werth (11.) einsetzt, 
die Gestalt: 
[Rn (w)] + [Pn(w) log (uw + 1)] — [Pa(u) log (@ — 1] = 9, 
oder, falls man fiir R,(u) den Werth (19.) eintreten lisst, folgende 
Gestalt: 
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+ [P.(u) log (w + 1)] — LP, (w) log (a — 1)] |! a 
+ A[Pn—1(#)} + BLP,—s(u)] + F[Pr—s(w] + - +: 
Mittelst dieser Gleichung (22.), welche, ebenso wie die beiden Glei- 
chungen (21.), in Bezug auf w eine identische sein muss, wollen wir 
nun die unbekannten Constanten A, B, F,... A zu ermitteln suchen. 
Um die einzelnen Glieder der Gleichung (22.) wirklich zu bilden, 
benutzen wir zuvorderst die Gleichung (4.) pg. 34. Dieselbe lautet, 
falls man q fiir ” setzt: 


g(a + 1) Py(u) — 2uP/(u) + A — 4") Pe" (u) = 0, 
und kann daher auch so geschrieben werden: 
n(n + 1) Py(u) — 26 Py (u) + A — #*) Po (u) 
= (n(n + 1) — gq +1) P,(u). 


Die linke Seite dieser letzten Gleichung ist aber [vg]. (20.)] nichts 
Anderes als [P,(u)]. Somit folgt: 


[P,(w)] = (n(@ + 1) ~ aa +1) Pw), 
oder, was dasselbe ist: 
[Pwl=@—gam+aqt+ P(e). 


Hieraus ergeben sich fir g—(n —1), (7 — 8), (n — 5), ete. die 
Formeln: 


(22.) 


[Poi lel 2 Pea (a), 


(c.) (P,—s(u)] = 38(2n — 2) P,_3(u), 
[Pr—s(u)] = 5(2n — 4) P,-5(u), 
etc. ete. 


Bildet man ferner den in (20.) definirten Ausdruck [f] fiir die 
Function f = P,(w) log (w + 1), und beriicksichtigt man dabei die fiir 
P,(w) geltende Differentialgleichung (4.) pg. 84, so erhilt man nach 
einfacher Rechnune: 


(B.) [Pa(u) log (u + 1] = — Pa(u) — Qu — 2) Pi’ (u); 
desgleichen findet man: 
(7) — [Px(u) log (@ — 2] = — P.(#) — Qu + 2) Pu). 

Die identisch zu erfiillende Gleichung (22.) gewinnt durch Sub- 
stitution der Werthe («.), (6.), (y.) die Gestalt: 

+ 4P,(w) | 

sl: 20 A Pre (wh 8 On 2) BeBe) =05 

+ 5(2n —4)FPy_s(u) +++ 
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oder, falls man fiir P,’(w) den Werth (E.) pg. 312 einsetzt, folgende 
Gestalt: 
4((2n — 1) P,-1(w) + (2n — 5) Past) 
+ (2n — 9) P,-s(u) + -- 5) [es 
+ 1-2nAP,_1(u) + 3(2” — 2) BP, _3(u) 
+ 5Qn — 4)0P,_-5(@)+- 


Und hieraus folgt sofort [vg]. die Zusiitze pe. 60]: 


2n-—-1 
Ne Bar aie 
fog on ee ee —5 
3(2n — 2)? 
2n — 9 


a ae 


B(Qn — 4)? 
ete. ete. 
Demgemiiss ergiebt sich also aus (19.) fiir die Function R,(w) 
die elegante Darstellung: 


nA 2n—5 2n—9 


23.) R,(w)=—4(° ate Qn P.-1(") T3en—9 —2) Pes)+ gta P, s(t) + ‘eae 


die Reihe soweit fortgesetzt gedacht, als die Indices der P’s positiv 
bleiben. Hieraus erhiilt man z. B. fiir die Functionen R,(u), R,(u), 
R,(u), R,(w), unter Wiederholung ihrer schon in (13.) genannten 
Werthe, folgende Ausdriicke: 


Ry (wu) = 0 ay 
1 
Oe =—4(75 Pw), 
(24.) 3 
R(u)=— 30 = =—=—4(2 Pw), 
Ry(u) = — bu? + $= 4 (FP) + gq Prlw)- 


Dass diese beiderlei Werthe der Functionen unter einander zdentisch 
sind, erkennt man leicht, falls man nur fiir P)(u), P,(e), Po(w) die 
Werthe (10.) pg. 29 aha biiniet, 

Um die Hauptsache hervorzuheben. — Die durch die Formel (9.) 
definirte Function Q,(w) ist in die Gestalt (11.) versetebar: 


(25.) | Qn (w) = Bu (w) + Pa(w) log ¢ + i 


Und die hier auftretende Function R,(w) ist eime ganze rationale 
Function von w von der Form (14.), welche dem Satze (18.) unterliegt, 
und welche, durch Entwicklung nach den P,(u), im die besonders ein- 
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fache und elegante Gestalt (23.) versetet werden kann. Beispielsweise sind 
in (24.) die Werthe von Ry(u), R,(w), Ry(w) und Lz (uw) in vollstindig 
fertiger Weise hingestellt. 


~ S72, 
Weiteres iiber die Function (,(«). 


Nach der urspriinglichen Definition (9.) pg. 314 ist: 
Hep 


(1.) Qn(u) = of ae 


Bei Ausfiihrung dieser Integration wird 6 von —1 zu + 1 gehen, 
mithin mod 6 <1 bleiben. Beschriinkt man sich also auf solche 
Werthe von wu, fiir welche 

(23) modu > 1 


ist, so wird mod w bei Ausfiihrung jener Integration stets > mod o, 


ee 1 : 
mithin ere nach steigenden Potenzen von o entwickelbar sein: 


Mat St 4 St: 


(i= ip uw 
Dies in (1.) substituirt, ee sich: 


+1 


w= f Gtet et ) Rods, 


dle ik 
(3) Qu) = Ke) + Kt) + ees) + we(E) +e, 


wo alsdann die A’s [genau ebenso wie friiher pg. 139] die Bedeutungen 


haben: 
1 


+ 
(4.) Ki = { oiP,(6)da. 
—1 


Diese K’s sind aber, zufolge des Satzes (4.) pg. 80, 81, durchweg = 0, 
ausser wenn g mit einer der Zahlen 


nm, n+2, n+4, n+ 6, ete. ete. 
coincidirt. Somit reducirt sich die Formel (3.) auf: 


Qn(p) = K" (— i anes, (2 Ve eae aye Rien 


Und diese letzte Formel gewinnt, falls man zur augenblicklichen Ab- 
kiirzung 
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Kn = Kp x, 


in rnt 4. > 
(5.) Kitt = Kr x’, 
7 2-6 > TP 
pe on Kt 

ete. ete. 


setzt, folgende Gestalt: 
> 1 . “ 
(6.) Q, (w) => K n Gas + or -+- saa + ree + ee ; e 


Eis bleibt noch tibrig, die hier auftretenden Constanten zu bestimmen. 
Zuvorderst ist nach (7.) pg. 82: 


n 2" +1172 (p) 
(7) Ka Tan $i)" 


Was ferner die Bestimmung von x, x’, x”, ... betrifft, so kann man 
von dem Umstande Gebrauch machen, dass Qn(u) der Differential- 


gleichung (7.) pg. 314: 
n(n + 1)f — 2uf’ + (1 — ef” =0 
Geniige leistet. Substituirt man niimlich die Function Q,(), d. i. die 
Reihe (6.) in diese Gleichung, so erhilt man: 
( (m -- 1) (m + 2) 
y 0 a ieee 

( 2(2n + 3) i (n + 3) (m+ ) 

ie a Aare 
‘e 4(2n -+ 5) te (m+ 5) (m+ =) ut) 

wt are 


"7 6(2 ul 7) (” 8 
+%"(— ont see ) 


+ % 
+x! 


ote etc. etc. 


Da diese Gleichung, abgesehen von der Beschriinkung (2.), fiir beliebige 
Werthe der Variablen w stattfinden soll, so miissen die Coefficienten 
der einzelnen Potenzen von uw emzeln =O sein. Demgemiiss ergiebt sich: 


_ +1) +2) 


2an+3) ” 
, __ (n+ 8) (nm + 4) 
(8) a Ae ee? 
»_ @+5)n+6), 
{i eoeeay 0%? 
etc. ete. : 


Substituirt man schliesslich die Werthe (7.), (8.) in (6.), so erhilt 


man die definitive Formel: 
F. Neumann, Vorl. iib. das Potential. 91 
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a Oe ae ita 9 ect 9 i 
bad Un 


Than + 1) Lat? 2(2n +3) wrt? 
(+1) m+2)@+3)m+4)_ 1 
oF et n-+-5 
2.4(2” + 3) (2n + 5) u 


(mn + 1) m+ 2) (n+ 3) (m + 4) (m + 5) (m + 6) © 1 ae nf. 

5 2.4.6(2 + 3) (Qn + 5) (2n + 7) oe pte ic: 
eine Formel, die stets giiltig sein wird, falls die Bedingung (2.): mod w> 1 
erfiillt bleibt. 


Bemerkung. — Wir kénnen diese Gelegenheit benutzen, um den 
friiher [in (4.) pg. 80, 81] iiber die Integrale 
Ly) 
(«.) Ki= [ oP,(0)do 


ik 


aufgestellten Satz zu vervollstiindigen. Damals nimlich haben wir 
gefunden, dass das Integral A durchweg = 0 ist, ausser wenn g mit 
einer der Zahlen 


(B.) n, n+2, n+4, n+6, ete. ete. 

coincidirt. Gegenwiirtig kénnen wir hinzufiigen, dass das Integral K 
in diesen Ausnahmefallen folgende Werthe besitzt: 

-n an FITT (n) 

Kn, = TI(2 + 1) 


oe n mw see” 2) 

Kn" = Ky, 2.(2n+ 3) ? 

Kt Bayne (n + 1) (n + 2) (m + 38) (nm + 4) 
a 2 2.4(2n + 3) (Qn + 5) 2 

xt = KR (m + 1) (nm + 2) (wm + 3) (n + 4) (n + 5) (n + 6) 
% 2.4.6(2m + 3) (Qn + 5) Qn + 7) zi 


etc. e6e.5 


(7-) 


wie sich solches auf Grund der Formeln (7.) und (5.), (8.) fofort ergiebt. 


Sk 
Die derivirten Functionen P,“), Q, und die adjungirten 


Functionen P,;, Qnj. 


Kbenso wie wir [vgl. (3.) pg. 70] von P, ausgehend die derivirte 
Function P, und die adjungirte Function P,,; eingefiithrt haben: 


P,,(@) 


(1.) Pog = » Ease) = (V1 — 2) POG), 
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ebenso wollen wir von @, ausgehend die entsprechenden Functionen 
Q,? und @,; einfiihren, mittelst der Formeln: 


dQ, (2) 


dz 


(2.) Qe (2) == , Qnil2) = (V1 — #)7Q, (2). 


Die Functionen P,(z) und Q,(2) geniigen [Satz pg. 314] der 
Differentialgleichung: 


my, ey: 

(3.) n(n + NfF+4(a—2) 2) =0. 

Hieraus aber folgt durch Differentiation~[wie friiher pg. 35 gezeigt 
ist], dass die derivirten Functionen P,,“)(z) und Q,“ (2) folgender Diffe- 
rentialgleichung Geniige leisten: 


4) @—j@tj+DFP—@itae2+1—S =o. 


Oz 


Diese Gleichung nimmt, falls man in ihr an Stelle von F' eine etwas 
andere Function % einfiihrt: 


s=Vi—#)F, 


foloende Gestalt an: 
_ » OF - 
(52) a(n + 1) 5 + ie ((1 2”) ) a ce =0. 


Demgemiss wird dieser letzten Gleichung Geniige geleistet werden durch 


F=(VIRAY PNG) und’ § = (VT FY 0,9 
d. i. [vg]. (1.), (2.)] dureh 


(6.) & = Pnj(2) und §& = Qn; (2). 
Setzt man also zur Abkiirzung 
0 0 1 
(7.) * ((1 — 2°) a) =0,8, wd ~—3a=(), 


so gelangt man zu dem Resultate, dass, ebenso wie P,(2) und Q,(2) die 
beiden particularen Loisungen der Gleichung 


(8) n(n + 1)$ + 8.F =0 


sind, ebenso P,;(2) und Qn; (2) die beiden particularen Lisungen folgender 
Differentialglecchung reprisentiren: 


(9: nin + DEG —POF=—O. 


Ausser diesen Differentialgleichungen ist fiir unsere weiteren Unter- 
suchungen noch von Wichtigkeit die Kenntniss derjenigen Special- 


werthe, welche die in Rede stehenden Functionen fiir = -+ 1 und 
a 
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fiir ¢ =o annehmen. In Bezug hierauf gilt folgende Tabelle, deren 
Richtigkeit sofort erliutert werden soll: 


Ha (2) dpe (z) Qn (2) Qnj (Z) 
$H=1,2,3, 0520 | j=1, 2, 3,--- 
e=1 1 0 oo foe) | 
CL) 3 siesta rs = (eee eer Se 
g==—1} (— 1)” 0 oe) 0° 
2=00 | oo (resp. 1) oo 0 | 0 


Erlauterung. — Die Werthe von P,(z) fiir z= -+ 1 ergeben sich 
sofort aus (&), (y.) pg. 32. Ferner ergiebt sich aus (10.) pg. 29, dass 
fiir ¢=—= oo die Functionen P,(z), P,(z), P;(2), ete. durchweg = 00 
werden, dass hingegen P,(z) bestiindig = 1 ist, und diesen Werth 1 
also auch beibehalten wird fiir z= oo. Demgemiiss ist in der Tabelle 
als Werth von P,(z) fiir = oo angegeben: oo (resp. 1). 

Die unter der Voraussetzung: j =1, 2, 3,... fiir P,;(z) aufgefiihrten 
Werthe ergeben sich sofort aus der Definition dieser Function in (1.), 
und mit Riicksicht darauf, dass P,(z) eine ganze rationale Function 
n™ Grades ist. 

Was ferner die Werthe von Q,(2) und Q,;(z) fiir 2 = 1 betrifft, 
so ist nach (11.) pg. 314 


Qu(2) = Bale) + P,(2) log 


e+i1 
2—1? 


also: 

Qn(@) = — P,(2) log (g—1) +f, wo f= P,(z) log (¢+1) + R,(z) 
Berechnet man nun von hier aus, auf Grund der Formel (2.), die 
adjungirten Functionen Qni(Z), Qn2 (2), ete., so erhilt man: 


Qn@) = — P,(2) log @ — 1) +f, 


P,(@) ; ca 
Gna (2) = Ee z — Pn (2) log (@ —1) + F’| Wie. 
i P,@) oA (2) it ”" eo aoe 
Qu) =| ea + pena — £. (2) log (@ —1) + #”| (Vi—29, 


ete. ete. 


Fasst man aber in diesen Formeln jedesmal den Factor von P,(z) ins 
Auge, so erkennt man sofort, dass @,(2), Qui(2), Qno(4), ete. fiir z= 1 
zu co werden, Gleiches ist offenbar in analoger Weise fiir ¢ = — 1 
nachweisbar. 
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Was endlich die Werthe von Q,(2), Qn; (2) fiir ¢ = 00 betrifft, so 
gilt nach (9.) pg. 322 fiir mod z> 1 die Formel: 


; A B Cc 
Wn (2) aaa ynti oe gn+3 te ghts aire ain) 
wo A, Bb, C, ete. Constanten sind. Hieraus folet z. B.: 


- (m+ 1)A (n + 3)B n+ 5)C a aarS 
Ont (2) ar: ( “yn +2 v n-+4 ae ar eens ‘ V1 Bigg as 


ee ee 


ete. ete. 


Und aus diesen Formeln erkennt man sofort, dass @Q,(2), Qn (2), 
Q12(z), ete. fiir z= oo durchweg zu 0 werden. — Q. e. d. 

Bemerkung. — Wir koénnen nachtriglich den Hauptinhalt der 
Tabelle (10.) in folgende kiirzere Tabelle zusammenfassen: 


| 
| | Pnj (2) @nj (2) 
OT Ue bay ao eer j7=0, 1, 2, 3, .-. in inf. 


Und diese kiirzere Tabelle wird fiir unsere weiteren Zwecke aus- 
reichend sein. 


Zweite Bemerkung. — Setzt man in den Formeln (1.), (2.) die 
Zahl j = 0, so erbalt man: 
(11, P,(2) = Pol) =P), 


und ebenso: 
(12.) Qn) (2) = Quo(Z) = On (2); 


Formeln, von denen haufig Gebrauch zu machen ist. 
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Kinfiihrung der elliptischen Coordinaten. 


Es handelt sich hier nicht nur um die Hinfiihrung der elliptischen 
Coordinaten, sondern namentlich auch um die Aufgabe, die reciproke 
Entfernung zweier Punkte, unter Anwendung der elliptischen Coordi- 
naten, in eine Reihe zu entwickeln. Diese Entwicklung soll hier be- 
werkstelligt werden auf Grund der schon citirten I’. Newnann’schen 
Abhandlung vom Jahre 1847*). — Dabei wird Gebrauch zu machen 
sein von dem Umstande, dass jene reciproke Entfernung der Laplace- 
schen Differentialgleichung Geniige leistet; und es wird daher diese Glei- 
chung auf elliptische Coordinaten zu transformiren sein. 

Die soeben genannte Transformation wird von uns bewerkstelligt 
werden auf Grund eines sehr eleganten, von Jacobi aus der Variations- 
rechnung hergeleiteten Satzes**). Uebrigens werden wir dabei Ge- 
legenheit nehmen, diesen Jacobi'schen Satz zu beweisen, und zwar ohne 
Hiilfe der Variationsrechnung, auf einem Wege, der sich an unsere 
friiheren Betrachtungen in einfacher Weise anschliesst. 


ai. 
Die elliptischen Coordinaten 0, u, 9. 
Die Gleichungen: 

x=Acos®, 

y =B sin & cos g, 

2=B sin @ sin p 
reprasentiren bekanntlich, falls A> B positive Constanten sind, die 
Obertliche eines gestreckten Rotationsellipsoids. Und zwar wird man, 
um simmtliche Punkte dieser Oberfliiche, und jeden nur einmal zu 
erhalten, dem Winkel ® den Spielraum 0... 2, und dem Winkel p den 
Spielraum 0... 22 zuguertheilen haben. 


*) Vel. pg. 310. 


**) Jacobi: Ueber die partielle Differentialgleichung AV =0. Crelle’s Journal. 
Bd. 36. 1848. 
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Die beiden Brennpunkte A und dA’ dieses Ellipsoids hegen auf 
der w-Axe im Abstande a = VA? — B? vom Anfangspunkte des Coor- 
dinatensystems. Demgemiiss kann man die vorstehenden Gleichungen, 
indem man a statt B einfiihrt, auch so schreiben: 


xz=Acos@, 
y = VA? — a® sin % cos Q, 
2=VM— @ sind sin. 


Will man die mit diesem Ellipsoid confoeglen Ellipsoide erhalten, so 
hat man A, A’, mithin auch a festzuhalten, und A variiren zu lassen 
zwischen a@ und oo. Dabei wird man fiir A=a das kileinste jener 
Ellipsoide, d. i. die Brennlinie AA’, und fiir A = oo das grisste der- 
selben, d. i. eme um den Anfangspunkt mit unendlich grossem Radius 
beschriebene Kugelfliiche erhalten. Fiihrt man statt des Parameters A 
einen etwas andern Parameter @ ein, mittelst der Substitution A = ao, 
so lauten die Gleichungen: 


“= 40 cost, 


(1.) y=aVo — 1sin 9 cosg, 

g=aV.o?—1sin@ sing. 
Und diese Gleichungen werden jetzt alle Flaichen des in Rede stehen- 
den confocalen Systems liefern, sobald man o varwren lidsst zwischen 1 
und oo, der Art, dass man fiir @ —1 die Brennlinie AJ’, und fir 
@ = oo jene unendlich grosse Kugelfliiche erhiilt. 

Mittelst dieser Formeln (1.) sollen nun an Stelle der rechtwinkligen 
Coordinaten (x,y, 2) die neuen Coordinaten (9, #, p) oder (0, u, p) eim- 
gefiihrt werden, wo w (ebenso wie friiher) als Abbreviatur dient fiir cos 9. 
Um von den Werthen, welche o und w fiir die x-Axe und fiir die 
yz-Ebene besitzen, eine Vorstellung zu erhalten, diene das nachstehende 
Schema, in welchem die «-Axe vertikal nach oben gerichtet ist, und 
in welchem die auf dieser Axe liegenden Punkte A, A’ die beiden 
Brennpunkte sein sollen. 


Erliuterung des Schemas. — Denkt man sich irgend eine jener Ellip- 
soidflachen construirt, deren Brennpunkte in A, A’ liegen, so wird [ebenso 
wie friiher bei der Kugelfliche] im héchsten Punkte des Ellipsoids ® = 0, 
im Aequator desselben & = 90° und im tiefsten Punkte desselben @ = 180° 
sein. Mit andern Worten: Es wird an den genannten Stellen w resp. = 1, 
= 0 und = — 1 sein. In solcher Weise ergeben sich die in dem Schema 
den drei starken Linien beigesetzten Werthe von uw. Selbstverstaindlich ist 
dabei unter der horizontalen starken Linie die Aequatorebene zu verstehen. 


328 Vierzehntes Capitel. 


Lisst man ferner das betrachtete Ellipsoid von der Brennlinie aus bis 
zur unendlich grossen Kugelfliiche wachsen, so wird dabei sein Parameter 
@ von 1 bis oo zunehmen. In solcher 
Weise ergeben sich die in dem 
Scheina den drei starken Linien bei- 
gesetzten Werthe von ge. 

Was insbesonderé das hleinste 
Kllipsoid d. i. die Brennlinie A A’ 
betrifft, so ist fiir dasselbe @ = 1 A-- (@=1, «=4) 
Fiir alle Punkte (wx, y, 2) dieser Brenn- 


eo=—1---@ 


linie AA’ gelten also nach (1.) die ph Qed 

Formeln: p=0 |} w=—1---+1 
2 =a cos o, o=1---w 
y=0, Ar (o=1, p=—1) 
Z=0. 

Demgemiiss wird @ im _ héchsten peaa— 2 

Punkte der Brennlinie = 0, und im Fit aN) 

tiefsten Punkte derselben = 180°. 

D. h. w wird in diesem Punkte resp. 

= +1 und =—1. Kurz, es va- 

riirt w fiir die Punkte der Brennlinie zwischen — 1 und + 1, wihrend e 

fiir all’ diese Punkte constant, = 1 ist. So ergeben sich die 1m Schema 


der Brennlinie beigesetzten Werthe von e und uw. 

Insbesondere erkennt man, dass der Brennpunkt A die Coordinaten 

(o = 1, w = 1), und der Brennpunkt A’ die Coordinaten (e = 1, w = — 1) 

besitzt; wie ebenfalls 1m Schema notirt ist. 

Ebenso wie durch die Gleichung @ = Const. das System der be- 
trachteten confocalen Ellipsoid{ldchen dargestellt ist, ebenso wird offen- 
bar durch die Formel gy = Const. das System der zugehérigen Meri- 
dianebenen reprisentirt. Es bleibt noch iibrig, die Bedeutung der 
Gleichung w = Const. zu ermitteln. Zu diesem Zwecke markire man 
irgendwo im Raume einen Punkt (a, y, 2) und bezeichne die Abstiinde 
desselben von den beiden Brennpunkten A und A’ respective mit H 
und EH’, Alsdann ergiebt sich [weil der Abstand der Punkte A, A’ 
yom Anfangspunkte mit @ bezeichnet ist]: 


B= (@—aP+y tet, 
BE? =(¢+ai ty +e, 
also, falls man fiir #, y, 2 die Werthe (1.) substituirt: 
E? = a*|(9 cos & — 1)? + (g? — 1) sin? 8], 
E” = a[(g cos & + 1) + (0? — 1) sin? 9], 
oder, was dasselbe ist: 
B= at(g — cos 8) = a8(@ — wi 
E? = a(9 + cos 9)? = ae + wu), 
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folglich: 
(3, = alo — 4), 

iY =a(o + w). 

gwar 1< Jay TT “Orr . 3 9 a rls : 7] 

Und zwar ist der Uebergang von (2.) zu (3.), auch was die Vorzeichen 
betrifft, em voéllig correeter; wie sich solches sofort ergiebt, falls man 
nur beachtet, dass g zwischen 1---oo, andererseits u zwischen — 1----+ 1 
liegt, und dass also (@ — w) und (9 + w) stets positiv sind. Aus (3.) 
folgt sofort: 


(4.) ire 


ier ar und b= 


ee 


2a u 


so dass man also zu foleendem Satze gelanet: 

fiir jyedweden Punkt (0, w, p) reprisentiren @ und w die Summe 
und Differenz der beiden Brennstrahlen, diese Summe oder Diffe- 
renz noch dividirt durch 2a. 

Aus diesem Satze ergiebt sich einerseits, was schon bekannt war, 
dass die Gleichung @ = Const. ein System confocaler Ellipsoide dar- 
stellt, andererseits aber auch, dass die Formel w = Const. das zu- 
gehorige System confocaler Hyperboloide reprasentirt. Riicksichtlich 
dieser Verhiltnisse pflegt man @, uw, mp kurzweg als elliptische Coordinaten 
zu bezeichnen. 


§ 2. 
Entwicklung der reciproken Entfernung zweier Punkte, unter der 
Voraussetzung, dass einer dieser beiden Punkte ein Brennpunkt ist. 


Auf einer gegebenen Ellipsoidfliche, die nicht gerade identisch mit 
der Brennlinie ist, deren constanter Parameter 9 also > 1 sein wird, 
markire man irgend einen Punkt (0, uw, y), und bezeichne den Abstand 
dieses Punktes vom Brennpunkte A mit #. Alsdann ist nach (3.): 

eee 1 

Ea #)- 
Dieser mit den Constanten a, @ und der Variablen w behaftete Aus- 
druck wird, weil die Brennstrahlen / jener Hllipsoidflache durchweg 
von 0 verschieden sind, eine stefige Function von w sein, also, zufolge 
des Satzes (8.) pg. 85 entwickelbar sein nach den P, (wu): 


1 1 x 
(5.) Bae w SO Paw). 


Um irgend einen der Coefficienten C,, z. B. C, zu erhalten, mul- 
tiplicire man die Formel (5.) mit P;(w)dw, und integrire tiber 


w= —1---+ 1. 
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Alsdann erhilt man auf Grund der bekannten Integraleigenschaften 
pels: 
Py )d 
1 * Pr(u)dw 2 { 
(a) pi ( 


e— pe 2-5-1 %? 


oder, falls man den Buchstaben w durch 6 ersetzt: 


also mit Riicksicht auf (9.) pg. 314: 
G, oe oe I = Q, (0). 


Dies in (5.) substituirt, ergiebt sich: 


100 SN htt: Sot Nid Ray ty ole . 
(6.) aie a(e — w) isa , 2 P,,(@) Qn (@). 


In analoger Weise gelangt man, was den vom andern Brenn- 
punkte A’ ausgehenden Brennstrahl EL’ betrifit, mit Riicksicht auf (3.) 
zu folgender Formel: 

1 1 1S BOE 
(7.) Fe Pe ale + p) Ew = (ek i os 2 P,(w) Qn(@). 


m==0 


Uebrigens kann man diese Entwicklung (7.) leicht aus (6.) dadurch 
ableiten, dass man w mit — uw vertauscht, und dabei Riicksicht nimmt 
auf die Relation (13.) pg. 30. 

Bei der einen wie bei der andern Entwicklung ist nur voraus- 

gesetzt, dass der Punkt (@,u,q) auf einer Ellipsoidflache lege, die 
nicht gerade mit der Brennlinie zusammenfallt. Demgemédiss sind die 
Entwicklungen (6.), (7.) giiltig fiir jedweden Rawmpunkt (@, u, gp), falls 
nur og > 1 ast. 
1 
E 
auch fiir den Fall zu entwickeln, dass beide Endpunkte von FE beliebig 
gegeben sind. Bezeichnet man diese Punkte mit (a, y, 2) und (a,, y,, 2), 
ferner ihre elliptischen Coordinaten mit (9, 4, pm) und (@,, 8, 9,), so 
erhalt man: 


EP = (@ ty + 2) + (a +9? + a?) — 2m, + yy, + 24,), 


Bemerkung. — Von grosser Wichtigkeit ist es, den Ausdruck 
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also mit Riicksic¢ht auf (1.): 
lo” cos? & + (0? — 1) sin? 3] 


E? = a? + [o,° cos? , + (0,2 — 1) sin? 9,] — 2(e0, cos P cos d, |, 
L + Vo? —1Vo,7—1 sind sin , cos (p — 9.) | 
oder, was dasselbe ist: 
bm fee e viet 
—2(e@mu+ (Gea EROS Reem ea 
folglich: Be 


= a 1 
y/ {a2 t+ a + w+ ty) — Pogue 


lea Vile?) — 6,9) 4 — 2’) ai— p,?) cose — ‘| 


Um die Schwierigkeiten zu iiberwinden, welche die Entwicklung dieses 
ziemlich complicirten Ausdruckes (8.) mit sich bringt, werden wir uns 
der Laplace’schen Differentialgleichung bedienen. Zu diesem Zwecke 
aber wird zuvérderst die Transformation dieser Laplace’schen Diffe- 
rentialgleichung auf elliptische Coordinaten erforderlich sein. 


a dae: 


Transformation des Laplace’schen Differentialausdruckes auf 
elliptische Coordinaten. 


Jacobi’scher Satz. — Fiihrt man an Stelle der rechtwinkligen Coor- 
dinaten «, y, 2 die Parameter a, B, y dreier EF lichensysteme ein, die zu 
einander orthogonal sind, so erhdlt man fiir irgend em Linienelement 
ds eine Formel von folgender Gestalt: 

(1.) (ds)? = (dz)? + (dy? + (dz? = A(da)? + B(dpy + C(dy)y’, 
wo A, B, C bestimmte Functionen von a, B, y sind. 

Gleichzeitig wird alsdann, falls f = f(a, y, 2) eime beliebig gegebene 
Function vorstelit, der Laplace’sche Differentialausdruck Af, durch En- 
fiihrung von a, B, y, folgende Gestalt annehmen: 


Bat lee (a ye) ae ae) ty oon) 


wo D=YVABC ist. 

So lautet ein wohl zuerst von Jacobi, im 36. Bande des Crelle- 
schen Journals, ausgesprochener Satz. Ohne auf die Begriindung dieses 
Satzes einstweilen naher einzugehen™), wollen wir denselben sofort in 


*) Der Beweis des Satzes soll spiter gegeben werden in § 6 auf pg. 345. 
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Anwendung bringen, und zwar zuerst auf Polarcoordinaten, spater auf 
elliptische Coordinaten. 
Anwendung auf Polarcoordinaten. — Setzt man 
“=rcosd, 
GR} ~Y=rsin? cosg, 


Z2=rsin ? sing, 


so sind r, #, m die Parameter dreier Flaichensysteme, die zu eimnander 
orthogonal sind [vgl. pg. 23]; so dass also der Jacobi’sche Satz auf 
r, 8%, m (an Stelle von a, B, y) ohne Weiteres anwendbar ist. 

Sind nun (a, y, 2) und (w+ dz, y + dy, 2-++ dz) die Coordinaten 
irgend zweier einander unendlich naher Punkte, und sind (7, 3, pm) und 
(y+ dr, & +d, » + dq) die Polarcoordinaten derselben, so gelten 
fiir x, y, 2 die Formeln (3.), wahrend gleichzeitig fiir dx, dy, dz die 
aus (3.) durch Differentiation entstehenden Formeln zu notiren sind: 

dx =drcos ®? —rsn ddd, 
(4.) dy = dr sin 0 cos gy + r cos # cos p dd — r sin F sin pdg, 
dz =drsin? sing +r cos 0 sin pm dd + r sin 3 cos pd. 
Hieraus folgt durch Quadraterhebung und Addition: 


(5.) (ds) = (da)’+ (dy)’ + (de)’= (dry + (da) + 7° sin’ (d@)”, 


wo alsdann ds das betretfende Linienelement, d. h. den gegenseitigen 
Abstand jener beiden Punkte vorstellt. 

Diese Formel (5.) entspricht der Formel (1.). Ebenso also wie 
a, B, y durch r, 9, m vertreten sind, ebenso sind im gegenwirtigen 
Falle A, B, C durch 1, 7’, v? sin® & vertreten. Es ist somit: 


A:== 1, Be 9”; C=r' sin? 3, D=r' sind, 
ge ye D D 1 
ARs sin, pss, Ti ae 


Fiir eine beliebig gegebene Function f = f(a, y, 2) ergiebt sich daher, 
auf Grund des Satzes (2.), die Formel: 


sed 1 Ob se of 0 2 of 0 aly 
Af= r? sin & EB ( au 3) cis 0 (sin 7 a5) oe Op (= a a Z 
oder, was dasselbe ist: 
anaes eee bee 8 1 1 oe meas 1 Of 
(6) Af= vie F ( 5") a sin ® 0® (sino a) a sin? # Og? |? 


eine Hormel, die wir friiher, in (7.) pg. 23, auf sehr viel mtihsamerem 
Wege erhalten haben, 
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Anwendung auf elliptische Coordinaten. — Die rechtwinkligen Coor- 
dinaten 2, y, 2 hiingen mit den elliptischen Coordinaten 9, #, p zusammen 
durch die Formeln (1.) pg. 327: 


x= 40 COs D, 
(7.) y= aVo? — 1 sin 9 cos g, 

2=aVo —1sin sing; 
und dass der Jacobi’sche Satz (1.), (2.) auf diesen Fall anwendbar sei, 
unterliegt keinem Zweifel. Denn @, 9, p sind, wie wir gesehen haben, 


die Parameter dreier Flichensysteme, die zu einander orthogonal sind. 
Bildet man nun, auf Grund der Formeln (7.), den Ausdruck: 


(ds)" = (da)? + (dy)? + daz)’, 


so erhailt man durch Se Rechnung: 
(8) (syp=a[—" de) +(e — w)(d)’ + (9? — 1) sin? 9 (dy)'], 


wo w =cos%. Ein Blick auf (1.) zeigt also, dass, ebenso wie «, 8, y 
durch 9, &, m vertreten sind, ebenso A, B, C, D die Bedeutungen 
besitzen werden: 


An@tet, B=a@(o?—p*), C=a(e?— 1)sin’ 9, 
D= a(o? — w’) sind, 

D es : D 5 D P2005 — 

ja 1 ee 1)snd, ==a es ak (oceania 


Somit folgt aus (2.): 
1 of 


. o? — w? of 
ae 0 e iN) aay at 


oder, was dasselbe ist: 
é 1 0 sey ONE 1 ee of 
Af = a?(o* — wu”) |- 00 ((1 ‘e @°) aa aie sin ® 0® (sin 0 a) 
uw —@ , ad 
T G= ed —a) Oe" 


Diese Formel aber ist, mit Riicksicht auf die identische Gleichung: 


Baea0e ee a ek 
Get.) ee 1.—.9" 


und mit Riicksicht auf die Transformation pg. 23: 


1? (sing 2) — 2 (1-4) 54), 
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auch so darstellbar: 


é ; 1 a) 
(D2) Ay == Aol wh fu) 
a® (9? — w") ,) any es 
a [= ((1 rao) 35) ae oe ee 


also unter rae der Abbreviaturen (7.) pg. 323 auch so: 


; oF , of 
a)” ApS eae (are SF) ort ee) 
Die fir 4 sich ergebenden partiellen Differentialgleichungen. — 


Versteht man unter / die gegenseitige Entfernung irgend zweier 
Punkte (a, y, 2) und (a, y,, 2) und bezeichnet man die elliptischen 
Coordinaten dieser Punkte mit (0, #, m) und (0,, 9,, g,), und setzt man 
der Kinfachheit willen: 


(10.) gy, = 0, 
so ist nach (8.) pg. 831: 
1 1 
0) 9° >See 
AS + (e° + a* + w+ on”) — 20Q Hy 
|\—2V@— e)@— 0,30 — #)0 — p,7) cos » 


Dieser Ausdruck — 77 vepriisentirt offenbar das Potential einer in (@,, u,, 0) 


concentrirten ae Fins in Bezug auf den Pankt (@, u,q), und ent- 
spricht daher der Laplace’schen Differentialgleichung: 


1 
A E Soe 0, 
d. i. nach (9a.) der Gleichung: 
a? ge 
EB 1 LE 
(125) Ox = 1 (@) Gea 8s ae Oe oe 
Beachtet man nun, dass der Ausdruck — AL) in Bezug auf die vier 


Argumente 0, 0,, UW, &, symmetrisch ae so erkennt man sofort, dass 
diese mit Bezug auf u, 9 gefundene Differentialgleichung (12.) in genau 
derselben Weise auch gelten muss mit Bezug auf je zwei andere jener 
vier Argumente. Demgemiss ergeben sich also im Ganzen folgende 
Formeln: 


1 B? 

12 . Ou Wan Papacy 
(12a.) “RB + (u) Og 
1 oC 


an ie 


ca 
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; “ 1 2 he 3h 
(12c¢.) ae ots iE am (,) 6g? zE 
1 0? 1 

(12d. = do, E + (0) Og? B? 


der Art, dass all’ diese vier Ausdriicke einander gleich sind. 


§ 4. 


Entwicklung der reciproken Entfernung zweier beliebig gegebener 
Punkte. 

Um fiir unsere Untersuchungen eine feste und anschauliche Basis 
zu erhalten, mégen zwei Ellipsoidflichen gegeben sein mit den Para- 
metern @<,. Gleichzeitig mag auf der Hllipsoidfliche 9 ein Punkt 
(0, 4, m) gedacht werden, der lings dieser Flache in beliebiger Be- 
wegung begriffen ist; wihrend andererseits auf der Ellipsoidflache (g,) 
ein yollig fester Punkt (0,, 4,,0) markirt sein soll. Die gegenseitige 
Entfernung / dieser beiden Punkte wird alsdann eine Function von 


u, p sein, welche niemals verschwindet. Folglich wird aa d.i. der in 


(11.) angegebene Ausdruck, eine séfetige Function von uw, m sein, mithin 
entwickelbar sein nach den Kugelfunctionen von w, p [Satz pg. 55]. 
Diese Entwicklung mag angedeutet sein durch die Formel: 


(13.) FA ZV, 9), 


wo 2a den gegenseitigen Abstand der beiden Brennpunkte bezeichnet. 
Substituirt man hier fiir die Funetionen Y,(u, m) ihre bekannten 
Werthe [pg. 76]: 


(13a.) Y¥,(u,9) = = [Anj Pnj(w) cos jp + An; Pnj (u) sin jy], 
fs 
so erhalt man: 
(14.) = ek 2 [Ans Png (uw) cos fp + AnjPnj(u) singe], 
N=V 9S 


wo die A,;, A,; Constanten, oder, genauer ausgedriickt, Functionen von 
0, Uy, OQ, Sein werden. 

Es handelt sich nun um die nihere Bestimmung dieser unbekannten 
Functionen An;, Anj Um die A,; zu finden, werden wir auf gewisse 
Eigenschaften derselben aufmerksam machen, sodann gewisse Dofferential- 
gleichungen angeben, denen diese A,; Geniige leisten, und sodann erst 
iibergehen zur wirklichen Bestimmung der A,;. Was andererseits die 
A,,; betrifft, so wird sich bald ergeben, dass dieselben simmtlich 
= () sind. ; 
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Eigenschaften der A,;. — Multiplicirt man die Formel (14.) 
mit P,,(w) cos 5q.dudg, und integrirt tiber w= —1---+ 1 und 
py =0...2a, so fallen rechter Hand simmtliche Glieder fort, mit 
alleiniger ueaelns des mit A,, behafteten; wie sich solches mittelst 
der Integraleigenschaften der P,; [pg. 79] und mittelst der bekannten 


Formeln 
am 
J cos jy coskody =O, (fiir j+ hk), 
tv) 
27 
4] cos jy snkgpdg =0, (fiir 74-4 und auch fiir 
0 


leicht ergiebt. Demgemiss erhilt man: 
+1 22 


tele = Bos) cos 5g .dudy = M,,A;,, 
0 


—1 
wo M,, eine ganz bestimmte Zahl vorstellt. Genau dasselbe gilt, falls 
man statt der Zahlen 8,5 irgend welche andere Zahlen #,7j nimmt; so 
dass man also zu folgender Formel gelangt: 
+122 


(15.) ress ae Jeol 4. Prs(w) cos jpdudg. 
MM; 
Ferner ergiebt sich aus (14.) in analoger Weise: 
+1 22 
re 1 2 . . 
(16,) Ma J Sf & Pulw sinjgdudg. 
nz I) 0 


Beiliufig ergiebt sich aus diesen Darlegungen, dass die hier auftretenden 
Zahlen M, N folgende Werthe haben: 
+1 
M,; = if ES (uw) Pde - f [cos 7p|*dq, 
—1 
+4 
NG J [P 5 (u) Pde - i [sin gp |/?dq; 


: —1 
woraus folet: 
2 (m+ j) 2% 
Te i= 
ny Cia 2n + 1 TI(n — J) Jie 
wo «, die in (4.) pg. 70 angegebene Bedeutung besitzt. 


Um auf Grund der Formel (15.) nihere Auskunft zu erhalten iiber 
die von Q, &,, @, abhingenden Functionen A,;, bemerken wir zuvorderst, 


dass die in jenem Integral (15.) enthaltenen Werthe von e ihrer geo- 


metrischen Bedeutung zufolge, durchweg endlich sind, und durchweg 
endlich leben werden, falls man z. B. das kleinere Ellipsoid (@) 
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zur Brennlinie sich zusammenziehen, d. h. @ in 1 itibergehen lisst. 
Hieraus folgt, dass die von @, ,, 9, abhingende Function A,; [fiir 
e =1 endlich bleibt. 

Desgleichen werden die in (15.) 


endlich 


a 
E 
bleiben, wenn man den festen Punkt 
(@;, &, 0) an die héchste Stelle des 
Ellipsoids (0,) versetzt, mithin uw, in | 
itibergehen lisst. Demgemiss ergiebt ¥, 
sich aus (15.), dass A,; endlich bleibt 
pe = 1k 

Ueberdies erkennt man, dass die 


in (15.) enthaltenen Werthe von 


enthaltenen Werthe von 


a 
— 
durchweg = 0 sein werden, sobald man 
das Ellipsoid (9,) zur unendlich fernen 1! 
Kugelfliche sich erweitern, mithin 9, 

in co iibergehen liisst. Demgemiss folgt aus (15.), dass A,,; verschwindet 


[ur 0, = X. 
Alles zusammengefasst, sind also, was die von @, u,, 0, abhingen- 
den Functionen A,,; betrifft, folgende drei Higenschaften zu notiren: 


eves) A,; endlich fiir — Oras 
(17y.) A,; endlich fiir i= 1 
(17z.) An; gleich Null fiir 0, = oo. 
Was ferner die A,,; betrifft, so hingt der Ausdruck a wie aus 


(11.) ersichtlich ist, von g nur insofern ab, als derselbe mit cos p 
behaftet ist. Hs wird also dieser Ausdruck fiir gm = 2 — « und 
p=x2-+ a denselben Werth haben; wihrend sin jp fiir p =a —a 
und g =a + a entgegengesetzte Werthe besitzt. Hieraus folgt, dass 


das Integral 
27 


fs a sin jp . dp 
0 
verschwindet. Solches aber erkannt, folgt aus (16.) sofort: 
(18.) Anj = 0. 
Differentialgleichungen der A,,;. — Aus (13.), (13a.) folgt mit Rtick- 
sicht auf (18.): s | 
(19.) EA ZU 9), 


F. Neumann, Vorl. tib. das Potential, 22 
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(19a.) Yale, = = Anj Paj(t) C0859 - 


Mittelst. dieser Formeln’ lassen sich die [iir a geltenden Differential- 
gleichungen (12a., b., ¢., d.) tibertragen auf die A,;. Beachtet man z. B., 


a “70 . . P : = . 
dass |, der Differentialgleichung (12a., b.) Gentige leistet: 


a ae a ee Co? a 
(«.) Ou 7H a (w) Og: toh ee Do Ez + (0) Og? iH? 


und substituirt man hier fiir 7 den Werth (19.), so folgt: 
ary. 


(B.) =) (0, Y, + (#) oe) = = (0, Y, + (0) sa ae): 


Der hier auf der linken Seite unter dem Summenzeichen stehende 
Ausdruck ist aber, weil Y, = Y,(u, »), als Kugelfunction n** Ordnung 
der Differentialeleichung (16.) pg. 48: 


n(a + 1)¥, + du Yn + (uw) se =) 


entspricht, identisch mit — n(m-+ 1) Y,; so dass also die Formel (£.) 
die einfachere Mesias geewinnt: 


(y.) S (nem “> 1)¥, 4° Oo Ya (e) = ~. =) = 0. 


eng 
Und hieraus folgt weiter, falls man fiir Y, den Werth (19a.) sub- 
stituirt: 
(0) S= > S mt Ay +d, Anj —3°(@)Anj| Prj(u) cos jp =0, 

n=0 j=0 
wo & nur als Abbreviatur fiir die linke Seite dienen soll. Aus dieser 
Formel (0.) folgt in genau derselben Weise, in welecher vorhin der 
Uebergang von (14.) zu (15.) stattfand: 

+122 

(é.) n (n a 1)A,; “te OoAnj =f (o) Anj = Eee & Pj (w) COS Jp 0 dud, 


L 


wo auch die Zahl M,; genau dieselbe ist, wie dort. Nach (0.) ist aber 
% stets = 0. Somit folgt aus («.): 


(6) (ia + 1)Anj + BeAnj — 92(0) Ang = 0. 

Ebenso wie diese Formel (€) aus (a), d. i. aus der Differential- 
gleichung (12a., b.) entstanden ist, ebenso wird man offenbar zu 
analogen Resultaten gelangen auf Grund der Differentialgleichungen 


(12a., ¢.) und (12a., d.). Alles zusammengefasst, ergeben sich also 
folgende drei Formeln: 
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(20x.) n(n + 1)An; + OeAnj — J'(@)Any = 0, 
(20y.) m(% + 1)Any + Ou, Ang — J?(U,) Ang = 9, 
(20z.) n(n -- 1L)An; + Oo, Anj = J (0,)Anj = (), 


Bestimmung der A,;. — Die Gleichungen (20x., y., z.) sind durch- 
weg von der Gestalt: 
(21) n(n 1)F + 4.5 —POF =O. 
Dies aber ist die in (9.) pg. 323 besprochene Differentialgleichung 
zweiter Ordnung, deren particulare Integrale durch 


(22.) P,;(2) und Qn;(2) 
dargestellt sind. Mit Riicksicht hierauf, und mit Benutzung der friiher 
in (10a.) pg. 325 aufgestellten Tabelle: | 


Pnj(2) Qnj (2) 
| j= 0,1,2,3,...m PSUS REH yao auatrinlt 
| | : 
(23.) | a ae A endlich oo 
— — 2 = = — — 
Sears +0 0 
I 


wird es nun leicht sein, jene von 9, u,, @, abhingenden Functionen 
A,; wirklich zu bestimmen. Wir risonniren folgendermassen: 

Die von 9, u,, 0, abhiingende Function A,,; geniigt der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung (20x.), und muss daher, nach (21.), (22.), 
die Gestalt besitzen: 


(24.) Anj eae Bj Pai (0) =f Bnj Qnj (0) ) 


wo die B, B’ in Bezug auf @ Constanten, also nur noch von u,, 0, 
abhiingig sind. Aus (24.) folgt fiir @e—=1 und mit Riicksicht auf (17x.): 


(endlich) = Bnj-Pnj(1) ++ Bnj Qnj (1). 
Und hieraus folgt, mit Hinblick auf die in der Tabelle (23.) fiir P,,;(1) 
und Q,;(1) angegebenen Werthe, dass B,; = 0 sein muss; so dass also 
die Formel (24.) sich reducirt auf: 
(25.) Anj = Bnj Pnj(Q) - 
Dies in (20y.) substituirt, erkennt man, dass die von «,, @, ab- 
hiingende Function B,; der Differentialgleichung 


n(n + 1)Brz + Su, Bry —J?(U,) Bn; = 0 
Geniige leistet, also nach (21.), (22.) die Gestalt haben muss: 


Bip Nap ag (Ey) te Ving Qj (Hi) 
29% 
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wo die [, [’ nur noch von g, abhiangen. Somit folgt aus (25.): 
(26.) Ang = [Png Bag (tr) 7 Png Ons (#1) Pas (0), 
also, falls man z B. w, = 1 macht, und dabei Riicksicht nimmt 
auf (17Ty.): 

(endlich) =*[F,; Puj(1) + inj Qnj (A)] Pas (@) - 
Und hieraus folgt, mit Hinblick auf die Tabelle (23.), dass .;= 0 
sein muss; so dass also die Formel (26.) sich reducirt auf: 
(27.) Anj aris Dns Py (4) Pai (o) - 

Dies in (20z.) substituirt, erkennt man, dass die nur noch von @, 

abhiingende Function [,,; der Differentialgleichung 

n(n + 1)0 nj + I0,0nj — F?(0x) Png = O 
gentigt, also nach (21.), (22.) die Gestalt haben muss: 

Png = Cnj Pas (Q1) + Dns ni (On) 
wo die C, D Constanten sind. Somit folgt aus (27.): 
(28.) An3 = [ee 5 (0,) + Daj Qn; (,)] Pas (u,) Pas (@), 
also, falls man z. B. 9, = co macht, und dabei Rticksicht nimmt 
auf (17z.): 
O= [C,,; is (co) + i Oni (co)] P,;(@,) i (o). 

Hieraus aber folgt, mit Hinblick auf die Tabelle (23.), dass C,; = 0 
sein muss; so dass also die Formel (28.) sich reducirt auf: 
(29:) Ani i Dnj Qn; (0) Pj (wy) Pa; (o). 

Schliessliches Resultat der Untersuchung. — Es handelte sich um 
die Entwicklung des in (11.) angegebenen von den fiinf Variablen 
0, &, P, 0, w abhiingenden Ausdrucks: 

30.) == Se ea as Sat A i Ch 
\ Ht |e ee eae | 
| 2ST eT I oso | 


Unter der Voraussetzung, dass der Punkt (0, w, p) auf einem kleineren, 
der Punkt (@,, u,,0) auf einem grdsseren Ellipsoide liegt, dass mithin 
(31.) e<O 

sei, haben wir fiir diese Entwicklung die Formel (14.), und fiir die 
daselbst auftretenden Functionen A,;, A,; die Werthe (29.) und (18.) 


erhalten; so dass also die in Rede stehende Entwicklung folgender- 
massen lautet: 


(32.) j= > = Dyj Pj (Q) Qn) (01) Pri (“) P,5 (u,) cos IP . 
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Dabei bezeichnen die D,; noch unbekannte Constanten, d. h. 
Gréssen, die von jenen fiinf Variablen @, u, p, 0,, wy, wnabhingig sind. 
Da nun aber der zu entwickelnde Ausdruck (30.), ausser diesen fiinf 
Variablen, tiberhaupt keine weiteren Gréssen (weder variable noch 
constante) in sich enthilt, so kénnen jene D,; nur noch reine Zahlen 
sein. Insbesondere wird man z. B. sagen kénnen, dass jene D,; un- 
abhingig von a@ sind, weil die Grésse a in dem zu entwickelnden Aus- 
drucke (80.) nicht vorkommt. 

Nachdem wir in solcher Weise das der Specialisirung 9, = 0 
entsprechende = (30.) entwickelt haben, ‘kénnen wir diese Entwick- 
a 
ay 
dass wir g mit (gm — g,) vertauschen. Alsdann aber gelangen wir zu 


lung auf das allgemeine =~ in (8.) pg. 331 offenbar dadurch iibertragen, 


folgendem Resultate: 

Satz. — Bezeichnet E den gegenseitigen Abstand wgend zweier 
Punkte (0, w, p) und (0,, Uy, P,), und 2a den gegenseitigen Abstand der 
beiden Brennpunkte, so hat der Quotient * den m (8.) pg. 331 an- 
gegebenen Werth: 


1 
a eee ae . 225 ; 
) a V Pa Ge caer ee Deere: 
—2Y (1 — 97)(1 — e,7) (1 — 4) (1 — @,°) cos (p — 9) 


Gleichzeitig wird dieser Ausdruck, falls o <0, ist, entwickelbar sem im 
folgende Rethe: 


n 


(34) == = =, Dnj Pn (Q) Oni (Q1) Pnj (W) Pos (us) 608 J (% — 91); 
n=0 j= 
(9<@), 


wo die D,; Constanten, und zwar reine ZLahlen sind. 
Zusatz. — Die Werthe dieser D,; sind, wie um folgenden Paragraph 
gezeigt werden soll, folgende: 
es _ @n+1 (Tn — j)\2 
(35) Daj = (— 15 3 (HED) > 
wo s; die in (4.) pg. 10 festgesetzte Bedeutung hat, wahrend II de 
Gauss sche Function vorstellt. Demgemiiss ist 2. B.: 


jie an +1. 


(35a.) 3 
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8.5, 
Nachtriglicher Beweis der Formel (385.) pg. 341. 


Liisst man. die beiden Brennpunkte mit einander coincidiren, also 
a == (0 werden, so verwandeln sich die confocalen Ellipsoide in con- 
centrische Kugeln. Und hiermit Hand in Hand gehen alsdann die 
elliptischen Coordinaten in die gewohnlichen Polarcoordinaten tiber; wie 
solches leicht durch die betreffenden Formeln bestiitigt wird. 

Die Formeln fiir die elliptischen Coordinaten: 


“= a0 cos a, 
y = aVo? —1sin% cosy, 
4=aVo? — 1sin# sing 
gehen namlich, falls man @ = ~ setzt, tiber in: 
a 


L=7recosd, 
y= Vr—a@siné cosg, 
2=Vr—a sin? sin g, 


und verwandeln sich sodann, falls man a@ =O macht, in die Formeln 
der gewohnlichen Polarcoordinaten: 

Lr cost, 

yY =rsin? cos, 

g=rsindsng. Qe. a. 

Demgemiss unterliegt es keinem Zweifel, dass die den elliptischen 
Coordinaten entsprechende Entwicklung (34.), falls man daselbst zuerst 
r ; , : % : 

0 Or == und sodann a =() macht, in die den gewdhnlichen 


Polarcoordinaten entsprechende Entwicklung*) 


ro T(n — S ” . 
(A.) + Foal = ae J Tin + | ) , n--1 Pas (e) Pay (uy) cos) (p a 91)» 
Y% 
(T=), 

iibergehen muss. Wir werden diesen Uebergang der einen Entwicklung 
im che andere naher verfolgen, und dabei zugleich die Mittel gewinnen zur 
Bestimmung der Constanten D,,;. 

*) Diese Entwicklung (A.) ergiebt sich sofort, falls man in der Formel (5a.) 
pg. 46 fiir P, (cos y) den Werth (2.) pg. 69 substituirt, und dabei beachtet, dass 
das dortige C5 den in (5.) pg. 70 angegebenen Werth hat. 
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Macht man in jener Entwicklung (34.), nachdem dieselbe zuvor 
ree ‘ pe ene , r 
dureh a dividirt worden ist, die Substitutionen: @ = —, 0, =-—, und 
a a 
- lasst man sodann a zu Null herabsinken, so erhilt man: 


an tik patie 


a 


o 
SS 
— 
rn=0 j=0 


IVE 


1 
@.) $= 
a=0 
(7< 1%); 

und es bedarf daher, um die erwartete Uebereinstimmung dieser Ent- 
wicklung (@.) mit (A.) nachzuweisen, nui noch einer niheren Unter- 
suchung des hier eingeklammerten und mit dem Index a= 0 ver- 
sehenen Ausdrucks. 


Zu diesem Zwecke sei zuvérderst bemerkt, dass das in (34.) auf- 
tretende Product P,;(0) Qn; (@,) den Werth hat [vel. (1.), (2.) pg. 322]: 
(B.) — Pas (@) Qui (@1.) = (Vo? — 1 Vo,? — 1)” P. (0) Q.(0,), 
und dass ferner die Functionen P,(0) und Q,(0,) folgendermassen dar- 
stellbar sind: 

B Cc 
(7-) P,,(Q) 7k CCR aaa: 
(0:) Qn(0:) = Ar fit 3+ S++: intin,], 


wo A, B, C, ete., A, B, T, ete. Constanten sind, mit Bezug auf welche 
die Relation zu notiren ist*): 


(é.) er AA = 


2 
2n+ 1 . 
Differentiirt man die Formel (y.) nach @, so erhalt man: 

B Cc 2B 40 
f ees n—1 ae Azz MiP Pen, | PES 1 ig) ie ams ear Pare 

Pig) = Ang [14 2444+. J—4e +e to], 

oder kiirzer geschrieben: | 
; B' Cc’ 
Py(e:) = Ang [1424+ 54-4], 

wo B’, C’, etc. gewisse neue Constanten vorstellen. Hieraus folgt 
sodann durch nochmalige Differentiation nach o: 


*) Die Formel (y.) folgt aus (7.) pg. 34. Beachtet man ferner, dass die 9’s 
(sowohl 9 wie e,) ihrer Natur nach stets > 1 sind, und dass tiberdies bei unserer 
gegenwirtigen Untersuchung oe, stets > @ vorausgesetzt wird, so ergiebt sich 

6; 6. = 1; und folglich of > 1. 
Mit Riicksicht auf diese letzte Relation e, > 1, ist aber die Formel (0.) in der 
That correct, niimlich zu entnehmen aus (9.) pg. 322. — Dabei ergiebt sich gleich- 
zeitig auch die in (e.) aufgeftihrte Relation zwischen A und, A. 
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eee 
Q 


tf 9 Oe 

P,’ (0) = An(n — 1)9"->[ 1 a cae a ae sik 
wo B”, OC”, wiederum neue Constanten sind. U. s. f. In solcher Weise 
erhilt man allgemein: 
(6) PW (9) == An(m—~1) (1 —2)---(M—j+1)o"—U, 
und ebenso aus (0.): 

s (1 \ntitt 
(n) QW (e) =A(—IVK FY +2)--- N(LYP"Y, 


wo U und V die mit gewissen Constanten b, c, etc, B, y, ete. be- 
hafteten Ausdriicke vorstellen: 


U=14+ 5454-5, 

Veit Ht 3tee. 
Substituirt man die Werthe (€), (7.) in (6.), so folgt, mit Riicksicht 
auf (é): ' 


- Ue ee oc) ELC ee enemy Oe ted Wa SA ee 
(8) Prj(Q) Gnj (@1) onl T(n—j) er ( ; ) i 


und hieraus. folgt, falls man @ =— und 9, = = setzt: 


(x.) lene (4) Qnj (”:) a eS iy ue +d) oe Gane aie 2 Uv, 


2n+1 TI(n—J) gait r ; 


wo alsdann w, v die Bedeutungen haben: 
a\2 a\4- 
w=1ttd(S) +e(S)4+--, 
2 4 
v= ck , & o. 
o=1+8(5) +7(4) + 
Laisst man nun in der Formel («.), nachdem sie zuvor durch a dividirt 
ist, dieses @ zu Null herabsinken, so erhilt man (weil w und v fir 
a =O zu 1 werden): 


(2,) (ZC) e(a)) 2 9/ Tats 2" 


an+1 Tim—j) tt 


a 
a2= 


Substituirt man endlich diesen Werth (4.) in die Formel («.), so 
erhalt man: 


1 n 2 1) TT (n ue j) y” | 
Lan oS ret Ree 
n=0 a Daj 2n+1 T(n—j) rett Prnj(t) Pr (uy) cos j (p — 9), 


T<4,)- 
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Und diese Formel zeigt in der That vollige Uebereinstimmung mit (A.). 
Zugleich ergiebt sich dabei, dass die Constanten Dy; der Relation ent- 
sprechen miissen: 


w) 2(—1 Tm+s)_ | TH—s) 


"Fon Fi Tin—j) Fmt 
Hieraus aber ergeben sich fiir diese D,; die in (35.) pg. 341 an- 
gegebenen Werthe. — Q. €. d. 


g 6. 


Beweis des Jacobi’schen Satzes (pg. 331). 


Fiihrt man, an Stelle der rechtwinkligen Coordinaten -~, y, 2, drei 
neue Variablen «, 6, y ein mittelst der Gleichungen: 


(1.) a= (a, B, 7), y= (cr, 8,7), a= 7(@, By), 

so kann man auch umgekehrt (indem man diese Gleichungen nach 
a, B, y auflést) w, 6, y als Functionen von w, y, 2 ansehen; so dass 
also z. B. die Formel @ = Const. eine gewisse Ildche reprisentirt. 
In solcher Weise ergeben sich im Ganzen drei Flichensysteme: 


(2.) a == Const., B = Const., y == Const., 
die unter irgend welchen Winkeln einander schneiden werden. 
Wir wollen insbesondere diejenigen drei Flaichen o« = Const., 


6 = Const. und y = Const. uns vorstellen, welche durch einen gegebenen 
Punkt (x, y, 2) hindurch gehen, und die Curven, in denen diese drei 
Flichen einander schneiden, mit s,, s,, s; bezeichnen. Schreitet man 
fort lings der Curve s,, d. i. lings der Schnittcurve der beiden Flachen 
6 = Const. und y = Const., so wird sich « von Augenblick zu Augen- 
blick fndern, und zwar wachsen oder abnehmen je nach der Richtung, 
in welcher man lings der Curve fortschreitet, waihrend 8 und y con- 
stant bleiben. Durchwandert man also lings dieser Curve s,, vom 
Punkte (a, y, 2) aus, in der Richtung des wachsenden c’s ein unendlich 
kleines Wegelement ds,, und bezeichnet man den Endpunkt dieses 
Wegelementes mit (1 -+ dz, y+ dy, 2+ dz), so ergeben sich fiir 
(daz, dy, dz) aus den Formeln (1.) Werthe von folgender Gestalt: 


Ox o4 Oz 
da—~da, dy =F da, de=— da, 


wo da positiv ist. Hieraus folgt: 
Ox \2 ay \2 az \2 
ds,=VA-da, wo A=(S2)'4 (24) + (2). 


Und zwar wird, weil ds, den absoluten Betrag des Wegelementes vor- 
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stellen, mithin positiv sein soll, und da ebenfalls positiv ist, die hier 
auftretende Wurzel VA gleichfalls: positiv sein. 

Analoges ist zu bemerken in Betreff der Curve s,, in welcher 
die Fliichen y = Const. und @ = Const. einander schneiden, ebenso in 
Betreff der Curve s;, in welcher @ = Const. und £ = Const. sich 
schneiden; so dass man also zu den Formeln gelangt: 


ds, = VA - da, wo A= i y -- 


he 


( 
(3) dy =VB-ap, wo B= (75) + (Gp) + Ga) 
dy =VC-dy, wo 0 = (52) + (5%) + (5) 


Dabei sind die hier auftretenden Gréssen ds,, ds,, ds,;, da, dB, dy 
und VA, VB, VC durchweg positiv zu denken. Sind ferner die Fune- 
tionen g, wy, x (1.) in bestimmter Weise gegeben, so werden A, b, C 
ebenfalls bestimmte Functionen von «, f, y sein. 

Fortan wollen wir nun annehmen, dass die drei Flichensysteme (2.) 
zu eimander orthogonal sind, dass also der Raum durch diese drei 
Fliichensysteme in lauter unendlich kleine rechtwinklige Parallelepipeda 
zerlegbar ist. Kin solches rechtwinkliges Parallelepipedum wird alsdann 
z. B. dasjenige sein, dessen eine Hecke im Punkte (a, y, 2) liegt, und 
dessen drei Kanten durch die in (3.) angegebenen Linienelemente ds,, 
ds,, ds, dargestellt sind. Bezeichnet man also die Hawuptdiagonale 
dieses Parallelepipedums mit ds, ferner seine dem Punkte (z, y, 2) sich 
anlehnenden Seitenfliichen mit do,, do,, do,;, endlich sein Volumen mit 
dv, so ergeben sich die Formeln: 


(4.) (ds)? = (ds, + (ds,) + (ds,)? = A(da)? + B(dB) + Cy)’, 


do, = ds,ds,—= VBO dBdy = = dpdy, 
(6) do, = dy, ds, = Vea dyda = a dyde., 


do, = ds, ds, = VAB dadg = om dedB, 


(6.) dv = ds,ds,ds, = VABC dadBdy = Ddadpdy, 
wo D nur als Abbreviatur dienen soll, definirt durch die Formel: 


(%) D=VABC. 
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Die in (4.) angegebene Hauptdiagonale ds kann offenbar als das- 
Jenige Linienelement bezeichnet werden, welches vom Punkte (a, y, 2) 
oder («, 8, y) hinléuft zum Punkte (@ + de, B+ dB, y+ dy). 

Dies vorangeschickt, gehen wir jetzt iiber zur Ableitung des 
Jacobi schen sae mle eine beliebig gegebene Function f=/(z, y, 2) 


oilt, falls nur f; - ere ey stetig sind, die Formel (Aa.) pg. 198: 
= CLE 
(8.) fafao=— f sh 


wo das Integral links tiber alle Voluméfemente dv innerhalb einer 
beliebig gegebenen geschlossenen Fliiche O hinerstreckt ist, wihrend 
das Integral rechts tiber diese Fliche selber sich ausdehnt. Dabei 
bezeichnet do ein Klement der Fliche O, und n die imnere*) Normale 
dieser Fliche. 

Denkt man sich den Innenraum der Fliche O durch irgend welche 
Schnittflichen in kleinere Riume @,, @,, @ 3, etc. zerlegt, — sie 
mdgen die Hlementarrdume heissen —, so kann man [vegl. etwa die 
Betrachtungen auf pg. 197] das in (8.) rechter Hand stehende Integral 
dadurch erhalten, dass man dasselbe fiir all’ diese Elementarriume 
eméeln bildet, und die so entstehenden Integralwerthe zusammenaddirt; 
was angedeutet sein mag durch die Formel: 


Me do = pal - do). 


Substituirt man dies in (8.), und nimmt man dabei zu den Elementar- 
raumen @ diejenigen unendlich kleinen rechtwinkligen Parallelepipeda 
dv, in welche der Innenraum der Flache O durch die vorhin betrach- 
teten orthogonalen E'lichensysteme zerlegt wird, so erhiilt man: 


(9.) f dfdv = = Aes 


Um ein einzelnes Glied dieser Summe, also das dem Parallelepipedum 
dv entsprechende Integral 


(10, eee do) 


za berechnen, bemerken wir zuvérderst, dass dasselbe, entsprechend 
den sechs Seitenflichen des Parallelepipedums dv, aus sechs Theilen 
besteht. Bedienen wir uns mit Bezug auf das genannte Parallel- 


*) Absichtlich ist hier die imnere Normale eingefiihrt, wihrend friiher in 
(A a.) pg. 198 die dussere Normale gebraucht wurde. 
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epipedum der in (3.), (4.), (5.), (6.), (7) eingefiihrten Bezeichnungen, 
so hat der der Seitenfliiche do, entsprechende Theil j, den Werth: 


Dabei repriisentirt alsdann df den dem Element ds, entsprechenden 
Zuwachs von f. Der Anfangspunkt und der Endpunkt dieses Klementes 
haben aber die Coordinaten 


(@, B, 7) und (a+ da, B, 7); 


so dass man also fiir jenen are df den Werth erhalt: 


ih Pines ee aR nn eer 
wihrend gleichzeitig ds, und ae die in (3.), (5.) angegebenen Werthe 
besitzen: 


=VA-da, do, = apy. 


Demgemiss erhalten wir: 

: D oe 

ihe! AL ~ EBay. 
Hieraus ergiebt sich sofort es Theil k, des Integrales (10.), 
welcher der zu do, gegeniiberliegenden Seitenfliiche des Parallelepipe- 
dums entspricht: 


1 —- [22428 Daclacar, 


wo das vorgesetzte Mimuszeichen darin seinen Grund hat, dass in (10.) 
unter 2 durchweg die imnere Normale der Oberfliiche von dv zu ver- 
stehen ist. Die beiden betrachteten Seitenflichen, do, selber und die 
zu do, gegentiberlegende Fliche, lefern also zusammengenommen fiir 
das Integral (10.) den Beitrag: 


: CMD fOr 
ith =~ 4% (4 4) dadpay; 
wofiir wir mit Riicksicht auf (6.) auch schreiben kénnen: 
, 1 SCO Diatd 
a airs sai (5 5) dv. 


Analoge Beitrige liefern fiir das Integral (10.) die beiden andern 
Flaichenpaare des Parallelepipedums dv; so dass wir also schliesslich 
fiir das Integral selber den Werth erhalten: 


G1) (fan), — Ty laa Goa) + ag (ap) + ay (eo ay) 
d 


ss 
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Demgemiiss gewinnt die Formel (9.) die Gestalt: 


(12.) f Afdv = 5 + ode, 
d. i. die Gestalt: 
(13.) f Afdv=f 5 ode, 


wo ® als Abbreviatur dient fiir den in (11.) in der eckigen Klammer 
enthaltenen Ausdruck, und wo beide Integrale ausgedehnt sind tiber 
siimmtliche Volumelemente dv des Innenraums der Fliche 0. 

Da nun diese Fliche O beliebig gewihlt war, also auch beliebig 
klein gemacht werden darf, so folgt aus’ der Gleichheit der beiden 
Integrale (13.), dass die unter diesen Integralen stehenden Ausdriicke 
ebenfalls einander gleich sind. Man erhilt also: 


(14.) Af=7°. 


Und diese Formel reprisentirt, falls man fiir ® seine eigentliche Be- 
deutung aus (11.) substituirt, den zu beweisenden Jacobi’schen Satz. 
Vel. (2.) pg. 331. 


ot 
Riickblick auf die elliptischen Coordinaten. 


Es seien irgend zwei einander benachbarte Punkte gegeben mit 
den elliptischen Coordinaten (9, w, p) und (oe + de, w+ du, » +g); 
und zwar modgen die Punkte der Art gelegen sein, dass doe, du, dp 
positiv sind. Fiir das die beiden Punkte verbindende Linienelement ds 
gilt nach (8.) pg. 333 die Formel: 

2 2 2 2 

(1) (ds =a [=F do? + Se uy + 10) (ag) |- 
Construirt man nun, was die Flichensysteme @ = Const., w = Const, 
gy = Const. betrifft, diejenigen drei Flachen, welche durch den Punkt 
(0, #, ~) gehen, und ebenso auch diejenigen drei Flichen, welche 
durch den Punkt (9 + do, w+du, p+ dg) hindurch gehen, und 
bezeichnet man die Kanten, die Seitenflichen und das Volumen des 
von diesen sechs Flachen begrenzten rechtwinkligen Parallelepipedums 
mit ds,, ds,, ds,, d0,, do,, do, und dv, so erhalt man aus Gee 


ds, = Vee de, , do, = ds,ds,— a V (e?—1) (o’—w") dudg, 
(2) ds, =a Ves du, do, = ds, ds, = a" Va—-wy(e® —w')dedg , 


Q” = pe? 


— dodu, 
Ve@—)G—w) 


ds, =a Ve- 1)\1—w)dgp, |do,=ds,ds, =a 
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und: 
(3.) dv = ds,ds,ds, = a*(o” — uw’) dodudg. 


Die hier auftretenden Wurzelgréssen sind, weil unter ds,, ds,, ds,, do,, 
do,, do,, dv stets die absoluten Werthe der betreffenden Elemente ver- 
standen sein sollen, und “weil tiberdies dg, du, dg, nach unserer Vor- 


aussetzung, positiv sein sollen, ebenfalls durchweg positiv. — Noch sei 
bemerkt, dass das in (2.) angegebene 
(4.) do, = w@ V9’ — 1) (9* — w*) dudy 


angesehen werden kann als das Element einer Ellipsoidfliche vom 
Parameter 0. Von diesen Formeln wird weiterhin Gebrauch zu 
machen sein. 


Funfzehntes Capitel. 


Ueber die das Rotationsellipsoid hetreffenden Aufgaben. 


Unter Anwendung der im vorhergehenden Capitel fiir die reciproke 
Entfernung zweier Punkte gegebenen Entwicklung sind die Probleme 
tiber die elektrische Vertheilung, tiber den stationiren Temperatur- 
zustand und iiber den stationiiren elektrischen Strémungszustand fiir 
das Rotationsellipsoid mit Leichtigkeit lésbar*). Um solches darzuthun, 
wird es ausreichend sein, zwei ganz specielle Beispiele zu behandeln. 
Das eine wird diejenige elektrische Vertheilung betreffen, welche auf 
dem Rotationsellipsoid entsteht, falls keinerlei fiussere Krifte ein- 
@, welche auf dem Ro-- 
tationsellipsoid durch einer auf seiner Axe gelegenen elektrischen 


wirken, und das andere diejenige Vertheilun 


Massenpunkt inducirt wird. 

Uebrigens ist jene Entwicklung der reciproken Entfernung zweier 
Punkte auch fiir mancherlei andere Aufgaben von Nutzen. So z. B. 
soll im gegenwirtigen Capitel gezeigt werden, wie man mittelst der- 
selben die EKinwirkung einer unendlich diinnen, von zwei confocalen 
Ellipsoiden begrenzten homogenen Schaale auf beliebige Punkte zu 
bestimmen vermag. 


cate 


Die elektrische Vertheilung auf dem Ellipsoid, unter der 
Voraussetzung, dass von Aussen her keinerlei Krafte einwirken. 


Es sei gegeben ein ‘solirtes metallisches Lillipsoid vom Parameter @, 
welches von Hause aus mit einer gegebenen LElektricititsmenge M ge- 
laden ist. Es soll die Dichtigkeit ¢ der unter diesen Umstiinden auf 
dem Ellipsoid entstehenden elektrischen Belegung niher untersucht 


werden. 


*) Ebenso auch das Problem der magnetischen Induction, wie von F’. Neu- 
mann in der schon auf pg. 310 citirten Abhandlung gezeigt worden ist. 
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Zur Bestimmung von é ergeben sich offenbar [vgl. etwa (A.), (B.) 
pg. 161] die beiden Gleichungen: 


(1) fedo=M, 
(2.) iy pees 


e 


wo G@ eine noch unbekannte Constante vorstellt. Auch kann es [weil 
das Ellipsoid ein Rotationsellipsoid ist) kemem Zweifel unterliegen, dass 
die gesuchte Belegung in Bezug auf die Axe des Ellipsoids symmetrisch 
sein wird, und dass also die in irgend einem Oberflichenpunkte (@, u, p) 
vorhandene Dichtigkeit ¢ lediglich eine Function von mw sein kann, 
Multiplicirt man also das Oberflichenelement 


(3.) do =a Vo? — 1) (o? — uw”) dudg, [vgl. (4.) pg. 350], 


mit ¢, so ergiebt sich fiir edo ein Werth: 


& edo = [ea® V(o” — 1) @* — w)] dudg, 

“in welchem der in der eckigen Klammer enthaltene Ausdruck, ab- 
gesehen vom constanten Parameter 9, nur noch von uw abhangt. Denkt 
man sich diesen Ausdruck nach den Kugelfunctionen P,,(u) entwickelt: 


(5) ea Ve—)@—w#) = L6P(), 
so gewinnt die Formel (4.) die Gestalt: 
(6.) edo = ( pokey ERY EM (u)) dud , 

n=0 


wo alsdann die C’s wunbekannte Constanten vorstellen. 

Es handelt sich jetzt also darum, diese Constanten C der Art zu 
bestimmen, dass den beiden Gleichungen (1.), (2.) Gentige geschieht. 
Substituirt man den Werth (6.) in (1.), und beachtet man, dass w und p 
auf der Ellipsoidoberfliiche [ebenso wie friiher auf der Kugeloberfliche] 


zwischen — 1----++ 1 und 0--- 2m variiren, so erhalt man: 
+1 22% a 
el (3 Ch Pw) dudg = M, 
also [mit Riicksicht auf die Integraleigenschaften pg. 78]: 
(7.) 4n0,—=M, di, C=. 


Nachdem in -solcher Weise C, bestimmt, und die Gleichung (1.) 
ausgenutzt ist, gehen wir tiber zur Gleichung (2.). Das in (2.) ent- 
haltene KF reprisentirt den Abstand des Elementes do(@, uw, p) von 
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irgend einem innern Punkte (0,, u,, 9). Demgemiiss ist 9, <@, also 
nach (34.) pg. 341: 


1 ye ge 
eS > Daj Pas (01) Qn (0) Png (uy) Pas (te) 008 j (Dp — 9), 


n=0 j=0 


oder, falls man nach den hier auftretenden Cosinus ordnet: 


(8) + =U+ Beos (p — g,) + W cos 2p — g,) +-- 
wo alsdann z. B. U die Bedeutung hat [vg]. (11.), (12.) pg. 325]: 
(8 a.) U = me he > Dryo P. (0;) Qn (0) EP, » (ey) P,,(w) : 


Substituirt man nun den Werth (6.) in (2.), so erhilt man: 


+12z 
(9.) = nk & Se P,(0)) dudp = G, 


=x) 


oder, fells man fiir es den Werth (8.) eintreten lisst, und zugleich 


die Integration nach  ausftihrt: 


41 2 
2a | (i So.r)) dia, 


ca7 x n=l 


oder, falls man fiir 1 den Werth (8a.) substituirt, und die Integra- 
tion nach w [mittelst der Integraleigenschaften pg. 78] ausfiihrt: 


2S (525 Cu Duo Pa(es) Que) Palts)) = @, 


a n 
2n Lian 
fe ist: 


oder, weil, nach (35a.) pg. 341, Dro = 


(10.) aie Cn Pn(Q1) On(g) P (ws) |— G=0. 


Da nun diese Gleichung fiir beliebige Lagen des innern Punktes 
(0:, U1, 9), also fiir beliebige Werthe von uw, zwischen — 1---+ 1 
stattfinden soll, so miissen in derselben [vgl. die Zusiitze pg. 60] die 
Coefficienten der Kugelfunctionen P,,(u,) emzeln = O sein; so dass sich 
also die Relationen ergeben*): 


*) Um das Verfahren deutlicher hervortreten zu lassen, kann man in (10.) 
im letzten Gliede G P,(u,) statt G setzen; so dass alsdann die linke Seite der 
Formel (10.) aus Gliedern besteht, von denen jedwedes mit ciner der Functionen 
Py(t,), P, (wu), Po (u,), etc. multiplicirt ist. 
F. Neumann, Vorl. tib. das Potential. 23 
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Sag sip ae 
(dey) <= C, Y(@) —G= 0, 


(12.) Cn Pn Or) Gn) = 0) th, 25 Oy wee 
Aus (11.) ergiebt sich, falls man fiir C, den schon gefundenen Werth 
(7.) substituirt, der Werth von G: 


M : M 
(13.) Ge Oe oi pe tee ek, 
[vgl. pg. 314 (11.) und (13.)]. 
Andererseits folgt aus (12.), dass die dortigen C,, siimmtlich =O sein 
miissen. Also: 
(14.) C= Cpa Cs al, 
Substituirt man schliesslich die Werthe der C’s (7.), (14.) in der 
Formel (5.), so folgt: 


(15,) 


oh M 
Ama? V(9? — 1) (9? — w*) 
Durch die Formeln (13.), (15.) ist die gestellte Aufgabe volistindig 
gelost. Ks bleibt noch iibrig, diese fiir G und ¢ erhaltenen Werthe 
etwas anschaulicher zu gestalten durch Hinfiihrung der nach dem 
Oberfliichenpunkte (0, uw, my) hinlaufenden Brennstrahlen E, EF’. Diese 
haben nimlich nach (3.) pg. 329 die Werthe: 
E=a(—p) wd E—a(o+ pw). 


Hieraus folgt sofort: 


LE ae — 6); 
so dass man also die Formel (15.) auch so schreiben kann: 


Mu 
oe | dea Venn yan 


Beachtet man endlich, dass die Oberfliiche des gegebenen Conductors 
durch die Gleichungen (1.) pg. 327 dargestellt ist, so erkennt man 
sofort, dass die halben Axen A und B dieser Oberfliche die Werthe 
besitzen: 

A=ag und B=aVo?—1, 


und dass man also die Formeln (16.) und (13.) auch so schreiben kann: 


(17.) Se 
4nBYV HE’ 
M A a 
(18.) = 5 log 


Demgemiiss gelangt man zu folgendem Satze: 
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Ist ein isolirter metallischer Conductor, der die Gestalt eines ge- 
streckten Rotationsellipsoides hat, mit irgend welcher Elektricitiits- 
menge M geladen, so wird die Dichtigheit « der an der Oberfliiche ent- 
stehenden elektrischen Belegung in jedem Punkte der Oberfliche wmgekehrt 
proportional sein mit dem geometrischen Mittel der beiden 
Brennstrahlen dieses Punktes. Es wird némlich « den Werth 
haben: 


(19.) e= 


wo E, E’ die genannten Brennstrahlen vorstellen, wihrend B den Radius 
des Aequators des Ellipsoides bezeichnet +). 

Gleichzeitig wird der in dem Conductor entstehende constante Potential- 
werth G lauten: 


ie ie 
4nB VHE’’ 


(20.) Ga lo ee 


Oo < 
2a PCA—a’ 


wo 2a den gegenseitigen Abstand der beiden Brennpunkte, und 2A die 
lange Axe des Ellipsoids bezeichnen. 

Fiir den Specialfall a = 0, d. i. A= B, gehen die Formeln (19.), 
(20.) iiber in: 


wie @ priori zu erwarten stand. 


§ 2. 
Die auf cinem zur Erde abgeleiteten Ellipsoid durch einen 4ussern 
elektrischen Massenpunkt inducirte Belegung. 

Wirkt auf das gegebene und zur Lrde abgeleitete Hllipsoid von 
Aussen her ein elektrischer Massenpunkt /* ein, so entsteht auf- der 
Oberfliche des Ellipsoids eine elektrische Belegung, deren Dichtigkeit « 
und deren Gesammtmasse M sich durch folgende Gleichungen be- 
stimmen [vgl. pg. 161]: 


(1.) f edo =M, 
» et edo 
@) get | = 9 


Nimmt man nun an, jener Massenpunkt M*(o*, w*, p*) liege auf der 
verlingerten Illipsoidame, es sei also 


+) Die Formel (19.) ist, abgesehen von der etwas verschiedenen Bezeichnungs- 


weise, identisch mit einer schon friiher auf pg. 219 erwihnten Formel, 
2m 
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(3.) o* > o undp" —=-b ad pdery == ay 

wo @ den constanten Parameter der EHllipsoidoberfliche vorstellt, so 
wird ¢, ebenso wie im vorhergehenden Paragraph, lediglich eine Function 
von sein, so dass man also, ebenso wie damals, setzen kann: 


(4.) edo = [ea V(e? — 1) (? — #*)| dudg, 


wm 


(5.) Ea” Vo? <a 1) (9° i u’) — 26 Yn P,(u), 


(6.) edo = foes Cae. (u)) dudg, 
n=0 
wo alsdann die C’s wiederum unbekannte Constanten sind. 
Lisst man nun den Werth (6.) in die Gleichungen (1.), (2.) ein- 
treten, indem man dabei gleichzeitig fiir 7 die bekannte Entwicklung 
substituirt, so nehmen jene Gleichungen, wie aus den Rechnungen des 


vorigen Paragraphs ohne Weiteres ersichtlich ist, die Gestalt an: 


(1) An, = M, 
(8) ae + 2% (Cy Pale,) Gale) Palt)) =O, 


wo, ebenso wie damals, (@,, &;, 9,) den variablen innern Punkt vor- 
stellt, auf welchen die Entfernungen 4, * Bezug haben. 


Das erste Glied der Formel (8.) ist in die Reihe entwickelbar: 


# # = 
0) Fra (SBF Re) a9 RO) BW). 
Es ergiebt sich nimlich diese Entwicklung aus pg. 341, falls man 
beachtet, dass 9, << o*, und w* —=-+ 1 ist, und dass also fiir 7 > 0 
die Formel stattfindet: P,;(w*) = P,;(+ 1) =0. Denkt man sich 
den Werth (9.) in der Gleichung (8.) substituirt, so repriisentirt die 
linke Seite dieser Gleichung eine nach den P,,(u,) fortschreitende Reihe. 
Und es folgt daher aus dieser Gleichung, dass in ihr die Coefficienten 
der P,(u,) einzeln = 0 sein miissen. Demgemiiss erhilt man die 
Formel: 


M* — Qnr(o*) P,(u*) + 22C, Qn(@) = 0 
Sees 


¢ 2% 4-4 @,,(9*) PB, (u*) 


es) dette te ao ‘ 
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also z. B.: 


(10 a.) a 


0 


* 1 Q(0*) 
Ae ike) + 
Substituirt man aber diese C’s in (5.) und (7.), so erhilt man die 
Werthe von « und M, und gelangt in solcher Weise zu folgendem 
Resultate: 

Auf das zur Erde abgeleitete Ellipsoid vom Parameter @ mag von 
Aussen her ein elektrischer Massenpunkt M*(o*, w*, p*) einwirken, welcher 
auf der verlingerten Axe liegt, und dessen Coordinate w* also = +1 
ist. Alsdann wird die Dichtigkeit « der auf der Ellipsoidoberfldche ent- 
stehenden elektrischen Belegung in jedem Punkte (0, w, p) dieser Oberfliche 
den Werth haben: 


M* ¥ 2n + 1 Q,,(e*) P,(w*) 


Sera a Lee z 
a V(e? —1)(@? — pw) n=0 An @,,(@) 


Gleichzeitig wird die Gesammtmasse M dieser Belegung lauten: 


(11.) = — 


P(e). 


| x (e*) 
o cas 19," 
Dabei ist in (11.) unter 2a der gegenseitige Abstand der beiden Brenn- 
punkte zu verstehen. 

Bemerkung. — In ganz ahnlicher Weise kann man den Fall eines 
zur Erde abgeleiteten schaalenformigen Conductors behandeln, dessen 
innere Oberfliiche durch die gegebene EHllipsoidfliche (9) dargestellt ist, 
wahrend seine dussere Oberfliiche durch irgend eine beliebige andere 
Fliche dargestellt sem mag. Denkt man sich in diesem Falle den 
inducirenden Punkt M*(o*, w*, m*) im innern Hohlraume des schaalen- 
formigen Conductors gelegen, und zwar auf der Axe des Hllipsoids, 
so erhalt man fiir die Dichtigkeit ¢ der auf der innern Fliche ent- 
stehenden elektrischen Belegung und fiir die Gesammtmasse M dieser 
Belegung folgende Werthe: 


M* 2 enti P(e*) P,(w*) 
ee Se ar re P,(u), 
a? Ve? —1) (@?— pw") n=0 Am P,,(@) 
(14.) M=— M*. 
Dabei ist zu beachten, dass der Punkt M*(0*, w*, m*) aut 
der Axe der Fliche (@) liegen soll. Demgemiiss wird o* = 1 sein, 


falls dieser Punkt auf der Brennlinie liegt; und andererseits wird, 
falls derselbe auf der Axe ausserhalb der Brennlinie sich befindet, 
it == 1-1 :sein, 

Uebrigens ist die Formel (14.) nur als die Bestitigung eines 
friiher aufgestellten allgemeinen Satzes (pg. 229) anzusehen. Aus dem- 


{ 
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selben Satze ergiebt sich, dass die Dichtigkeit der auf der dussern 
Oberfliiche des Conductors entstehenden elektrischen Belegung tiberall 
= (0 ist. 


§ 3. 
Ueber das Potential einer unendlich dtinnen homogenen Schaale, 


welche begrenzt ist von zwei confocalen Ellipsoidfilachen. 


Das Potential V einer solchen Schaale auf einen beliebigen Punkt 
(01, #1, #1) driickt sich aus durch die Formel: 


wo q die constante Dichtigkeit der Schaale, ferner dv das Volum- 
element der Schaale, und H den Abstand des Elementes dv vom 
Punkte (0,, 4, 9,) bezeichnet. Sind nun g und 9+ dg die Para- 
meter der beiden die Schaale begrenzenden Flaichen, so ist [vgl. (3.) 
pg. 350]: 

dv = a(o? — w)dodudg, 
oder, was dasselbe ist [vgl. (10.) pg. 29]: 


) 3 
ie a | P.(@) = P,(u)| dodudg . 


Demgemiss ergiebt sich: 


: ees AM ‘de dudg 1 — 
@) ov lito ff 2" = ff , 


wiihrend gleichzeitig die Masse MW der Schaale den Werth haben wird: 


ae Se 41 2a 
M= yf dv= BAS. [Psle) a} a dudg — a if P,(w)dudg | 
, —1 0 


=) 0 
In dieser Formel fiir M ist das letzte Integral bekanntlich = 0 [vg]. 
pg. 78]; so dass man also erhiilt: 


(3.) M = 274248 pig), 


Was die Entfernung / zwischen dem Klemente dv(o, uw, m) und 
dem sollicitirten Punkte (0,, u,, p,;) betrifft, so ist: 


(4) jp =U+ Beos (p — 9) + BW eos 2p — y,) + - 


wo die Werthe von U, %, W, ete. sofort entnehmbar sind aus der all- 
gemeinen Formel auf pg. 341. Und zwar folgt aus jener Formel, dass 
U, je nachdem oe <Q, oder 9 >, ist, die Werthe hat: 


we) 
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t ~~ 2n+1 
u=-— > eas Pr (0) Qn (01) Pn(u) Pau), fiir e<o,, 


~~ if ~ i 
Rg Qn (0) Pn (01)-Pn(w)Pa(u,), fir o> o,; 


fo) 


so dass also fiir U der erste oder zweite Ausdruck gilt, je nach- 


dem der sollicitirte Punkt (0,, «,, p,) ausserhalb oder innerhalb der 
Schaale liect. 


Nun folgt aus (2.), falls man den Werth (4.) substituirt, und die 
Integration nach @ wirklich ausfiihrt: 
= de 


2a Cad | 
v= [Pte J Udu — J UP Wau y, 
== —1 


oder, falls man ftir U die Werthe (5.) einsetzt, und die Integration 
nach uw [mittelst der Integraleigenschaften pg. 78] ausfiihrt: 


4 ed 
i= —— | P(e) @ (e,) — P,(@) Qe (01) Poe.) |, fir e@<o,, 


V = <4 2 [P,(0) Q(e) — @O@)P(e)P(u)|, fir o> es, 


also mit Riicksicht auf (3.): 
e ir 
V= | Quer) — 4)s (01) F. Acco fiir @<o, 


2(@) ; 
eS Sar a [ Qo(e) a oe P,(0,) Pau) |, fiir @ > @. 
Die betreffenden Gleichyewichtsfldchen, d. i. die F'ldchen constanten Po- 
tentials, werden also dargestellt sem durch die Formeln: 


(1) Q,(0,) — @2(0;) Po(u,) = Const., fiir dussere Punkte , 
P,(0,) Po(u,) = Const., fiir emere Punkte. 


(6.) 


Bezeichnet man daher zur Abktirzung die sollicitirten Punkte fortan 
nicht mit (0,, 4, ,), sondern schlechtweg mit (@, u, mp), so gelangt 
man zu folgendem Resultate: 

Betrachtet man das Potential einer wunendlich diimnen, von zwei con- 
focalen Ellipsoidfliichen begrenzten homogenen Schaale, so werden die 
Gleichgewichtsflichen, d. i. die Fliichen constanten Potentials, fiir dussere 

Punkte (0, u, p) durch 


(A.) Q(@) — Go(@)Po(u) = Const. , 
und fiir innere Punkte (0, wu, p) durch 
(J. P,(0) Py(w) = Const. 


dargestellt. sein. 
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Die letzte Gleichung nimmt, falls man fiir die Function P, ihren 
analytischen Ausdruck [(10.) pg. 29] substituirt, die Gestalt an: 


(J”.) 30°?u” — (0? + pw’) = Const. 
Nun sind aber die elliptischen Coordinaten (0, w, y) des sollicitirten 


Punktes mit seinen rechtwinkligen Coordinaten (a, y, 2) durch die Rela- 
tionen verbunden [vgl. (1.) pg. 327]: 


%—a0U, 
y¥ =a Vo? — 1] V1 — w COS @, 
2=aVo?—1V1— pw sing; 


woraus folgt: 
a0? 
st 


2 ae 
Oh em args 


fw tee 41, 


Demgemiss ist die Gleichung (J’.) auch so darstellbar: 
(J”.) 2? — (y? + 2") = Const.; 
so dass man also sagen kann: 

Sind zwei confocale gestreckte Rotationsellipsoide gegeben, die eimander 
unendlich nahe legen, und denkt man sich den Raum zwischen diesen 
beiden Fliichen mit homogener Materie erfiillt, so wird die Wirkung dieser 
Schaale auf Punkte des innern Hohlraumes von solcher Beschaffenheit 
sein, dass die betrefjenden Gleichgewichtsjlichen (EF ldchen constanten Poten- 
tials), wie im Uebrigen die Dimensionen der Schaale auch beschaffen sein 
mogen, stets durch die Formel dargestellt sind: 


2a° — (y? + 2°) = Const. 


Dabei ist der Mittelpunkt der Schaale als Anfangspunkt des Coordinaten- 
systems, und ihre geometrische Axe als x-Axe vorausgesetzt. 

Eis bestehen also diese Gleichgewichtsflichen aus theils einflachigen, 
theils zweifldéchigen Rotationshyperboloiden, die den Kegel 

227 —(y + 2) =0 
zum gememmschaftlichen Asymptotenkegel haben. 

Kbenso wie hier die Wirkung einer von zwei confocalen Kllip- 
soiden begrenzten Schaale untersucht ist, in ganz analoger Weise 
wiirde sich auch die Wirkung einer von zwei dimlichen Hllipsoiden 
begrenzten Schaale untersuchen lassen; — worauf wir aber hier nicht 
weiter eingehen wollen. 
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§ 4. 
Uebergang vom gestreckten zum abgeplatteten Rotationsellipsoid. 
Fiihrt man in den Formeln (1.) pg. 327: 
x= aecosd, 
(1.) y=aVo? — 1sin cosg, 
2=aVo?—1sind sing 
statt der Constante @ eine andere Constante b, und gleichzeitig statt 


der Variable 9 eime andere Variable o ein, mittelst der Substitutionen: 


(2.) a= und g=io, (wo i=YV— 1), 
so nehmen jene Formeln die Gestalt an: | 


x =b6écos®, 
(3.) y =b Vo? + 1sin cos g, 
2=bVo+1sin?sing. 
Diese letztern Formeln reprisentiren offenbar, falls man o = Const. 
setzt, die Oberfliche eines abgeplatteten Rotationsellipsoids, dessen Brenn- 
kreis in der yz-Ebene liegt, und den Radius 6 besitzt. 
Will man also die im gegenwirtigen Capitel behandelten Auf- 
gaben nicht fiir das gestreckte, sondern fiir das abgeplattete Rotations- 


ellipsoid lésen, so wird solches mittelst der Substitutionen (2.) leicht 
zu erreichen sein. 


F. Neumann, Vorl. tb. das Potential. Byte 


Anhang. 


Nachtrigliche Bemerkungen und Erlauterungen. 


Nr. 1; ad pg. 13, 14. — Der dort fiir die Kugel aufgestellte Satz 
ist unmittelbar tibertragbar auf eime Kugelschaale, und fihrt in dieser 
Beziehung zu folgendem Resultat: 

Das Potential einer homogenen, von zwei concentrischen Kugelflachen 
begrenzten Schaale in Bezug auf dussere Punkte ist von genau derselben 
Beschaffenheit, als wire die ganze Masse der Schaale in threm Mittel- 


punkte concentrirt. Es ist néimlich dieses Potential = = , wo M die Masse 


der Schaale, und r den Centralabstand des sollicitirten Punktes bezeichnet. 
Andererseits ist das Potential der Schaale fiir alle Punkte thres inneren 
Hohlraumes constant, nimlich = 2aq(A® — A,*), wo A> A, die beiden 
Rtadien, und q die Dichtigkeit vorstellen. 
Nr. 2; ad pg. 56, 57. — Daselbst ist behauptet worden, dass die 
Differenz derjenigen Werthe, welche der Ausdruck 
®—(— «(RG -F 54) 


Cu Cu 


fir w=—1 und w=-+1 annimnt, gleich Null sei. Um diese 
Behauptung mit voller Strenge zu beweisen, kann folgendes Verfahren 
dienen. 

F ist eine Kugelfunction von uw, @, also [vgl. die Definition pg. 48] 
eine ganze rationale Function der drei Gréssen: 


u=u, v=V1—weosg, w=V1—wsing. 
Demgemiss erhilt man: 


oF OF ou OF ov OF Gw 
Gu té« Fete Ov Sie Ow On? 


air 
OF . oF OF wcosm CF wsing 
Ou Ou dv Vi- we Gw VYi— pz? 
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Analoges gilt von F,. Der Ausdruck ¥ ist daher folgendermassen 
darstellbar: 


w= (A; Cu —F4 Ou =) (1 _ w) 3 (a Dike.” a 
(44, Ow 3 a 


wo die in den starken Klammern enthaltenen Ausdriicke, ebenso wie F 
und fF, selber, ganze rationale Functionen von wu, v, w vorstellen, mithin 
fiir uw = +1 endlich bleiben. Mit Riicksicht hierauf aber ergiebt sich 
aus dieser letzten Formel sofort, dass W fiir w= -+ 1, und ebenso 
auch fiir w = —1 verschwindet. — Q. e. d. 


YP 


Nr. 3; ad pg. 172. — Die dortigen Formeln («.), (6.), (y.) nehmen, 
falls man die ganze Masse der auf der Kugelfliche ausgebreiteten 
Belegung mit MW bezeichnet, die Gestalt an: 


_ M M 
Very und Vie ea 


so dass man also zu foleendem Satze gelangt: 

Das Potential einer gleichformig mit Masse belegten Kugelfliche auf 
emen dussern Punkt ist gleich der Masse der Belegung, dividirt durch 
den Centralabstand des Punktes. 

Andererseits ist das Potential einer solchen Kugelfliche fiir all die- 
jenigen Punkte, welche auf oder innerhalb derselben legen, constant, 
nimlich gleich der Masse der Belegung, dwidirt durch den Radius der 
F liiche. 

Aus diesem Satze ergiebt sich unmittelbar die auf pg. 206 (oben) 
ee Behauptung, dass W’ fiir alle Punkte innerhalb O’ den 


Werth —-; TS 


Nr. 4; ad pg. 180. — Die dortige Formel (10.) ist, wie sich aus 
ihrer Herleitung sofort ergiebt, auf beliebige Dreiecke anwendbar; so 
dass man zu folgendem Satze gelangt: 

Sind A, A,, R die Seiten ivgend emes Dreiecks, und y der zw R 
gegeniiberliegende Winkel, so wird stets die Gleichung stattfinden: 


(4? — 4% 


é A \n-+1 ING bee 
= (2n + 1) (=) tCOS ig 


falls nur A < A, ist.’ 
Auf Grund dieses Satzes kann man z. B. die in (25.) pg. 255 
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angegebene Reihe ohne Weiteres summiren, und gelangt in solcher 
Weise von jener Formel (25.) zur niichstfolgenden Forme! (26.). 


Nr. 5; ad pg. 206. — Ueber die dortige Behauptung, dass W’ 


innerhalb O’ den Werth es besitze, vgl. man den Schluss von Nr. 3. 


ee 


~ 


Nr. 6; ad pg. 255. — Ueber die einfache Art und Weise, in 
welcher man von Formel (25.) zu Formel (26.) gelangen kann, ist 
Niaheres bereits mitgetheilt in Nr. 4. 


Zur Orientirung iiber die in diesem Werke angewendeten 
Bezeichnungen. 


I. Die Constanten ¢, &, &,... haben die in (4.) pg. 70 an- 
gegebenen Bedeutungen. 

II. Die Function TT repriisentirt die Gauss’sche Function und findet 
sich definirt auf pg. 28 (Note). 

Il]. Von den beiden Functionen P, und Q, ist die erstere definirt 
in (16.) pg. 31, ferner in (10.) pg. 29 und in (7.) pg. 34, die letztere 
in (9.) pg. 314. 

IV. Die Functionen P,”, P,; und Q,, Q,; sind definirt durch 
die Formeln (1.), (2.) pg. 322, 323. Vgl. auch (11.), (12.) pg. 325. 

V. Die allgemeine Kugelfunction Y,,(w, pm) ist definirt auf pg. 48, 
sodann aber, ihrem analytischen Ausdrucke nach, niher angegeben auf 
pg. 76 (zweiter Satz). 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass die in diesem Werke an- 
gewendete J. Neumann’sche Bezeichnungsweise P,,, Q, zur Heine’schen 
Bezeichnungsweise P", @” in folgender Beziehung steht: 


P= Py pte = 2. 
Vgl. Heine’s Handbuch, zweite Auflage, Bd. 1, p. 11, (1) und pg. 141, (21.). 
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